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CAPITULO

2

UM ESTUDO GEOMETRICO DAS CONICAS

Neste capitulo abordaremos o estudo das Conicas, que € um assunto bem antigo segundo
a historia da Matematica. Os historiadores atribuem ao matematico Menaecmus (380 - 320
a.C. aproximadamente), discipulo de Eudéxio na Academia de Platdo, a descoberta das curvas
conicas ou se¢des conicas quando trabalhava na resolug@o do problema da duplicacdo do cubo.
Foi ele o primeiro a mostrar que elipses, pardbolas e hipérboles sdo obtidas como se¢des de um

cone quando seccionado por planos nao paralelos a sua base.

Nos escritos de Pappus de Alexandria, credita-se ao gedmetra grego Aristeu (370-
300 a.C.) a publicac@o do primeiro tratado sobre se¢des cOnicas. Mais tarde, o astronomo e
matemdtico grego Apoldnio de Perga (262-190 a.C.) recompilou e aprimorou os resultados
conhecidos até entdo sobre o assunto na sua obra Secées Conicas.(DELGADO; FRENSEL;
CRISSAFF, 2013)

2.1 Elipse

Nesta se¢do realizaremos um estudo sobre elipses, definindo-as inicialmente do ponto
de vista geométrico. Posteriormente com elementos de Geometria Analitica, obteremos uma

expressdo algébrica que as representem.

Definicao 12. Considere o um plano e 0 < ¢ < a. Considere dois pontos Fj e F; distintos
pertencentes ao plano o e d(Fj,F>) = 2c¢. Uma elipse é o lugar geométrico dos pontos P
pertencente ao plano & cuja soma de suas distancias aos pontos F; e F> é igual a constante 2a,
isto é

&p={Pca : dPF)+dPF)=2d}. 2.1

Uma pergunta natural € a seguinte: como podemos encontrar tais pontos do conjunto

&lip? Sejam C o ponto médio do segmento F1F, e r a reta mediatriz ao segmento passando por C.
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Os pontos F; e F> sdo chamados de focos da elipse e a reta passando por F; e F; é chamada de
reta focal.

Por construcdo geométrica existem pontos By e B, denominados vértices da elipse,
pertencentes a reta ortogonal a reta focal, passando por C, denominada reta ndo focal r tal que
d(B1,F)+d(By,F>) = 2a, uma vez que a > c¢. De fato, como a reta r é a mediatriz ao segmento
FiF>, temos que B, B, € rN &y, se e somente se d(By,F;) = d(B,,F>) = a. Logo pelo Teorema
de Pitagoras temos b =v/a? — ¢2 é a distancia de B, e B, ao centro C da elipse.

OB

OB,

r 1L F{Fy

Figura 25 — Vértices sobre a reta ndo focal

Note que existem somente dois pontos distintos pertencentes a elipse e a reta focal,
denotados por A| e Ay, chamados de vértices da elipse sobre a reta focal. Vamos agora determinar

a localizagao do vértice A sobre a reta focal, por simplicidade (andlogo para Aj).

Inicialmente suponhamos que A; pertenca ao segmento F|F,. Entdo,

d(Fi,A)) =d(F\,F,) —d(A1, R) | = |
d(Fi,A1) +d(A1,B) =d(F,F) oo 6
2a =2c¢ : : "

a=c,

Figura 26 — Vértice entre os focos

contradi¢do. Logo A e Az ndo pertencem ao segmento Fi F;.

Afirmamos que existe um ponto A; a esquerda de Fj, pertencente a elipse tal que
d(A1,F1) =a—c > 0. De fato,
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d(A1,F) =d(A,F)+d(F,P) s .

dA|,h)=a—c+2c=a+c T;:—(*—f—f

d(A,F)=2a—a+c

d(A1,F)=2a—d(A,F)
d(A\,F)+d(A, F) = 2a.

Figura 27 — Elementos da elipse

Portanto A1 € &p.

Analogamente, podemos mostrar que o simétrico ao ponto A; em rela¢do a C denominado
A», distante a — ¢ do foco F, também pertence a elipse. Consequentemente o tamanho do

segmento A1A; é 2a, conforme a Figura 27 acima.

Vamos agora encontrar outros pontos pertencentes a elipse distintos dos anteriores.

Para isso facamos o uso da Geometria Analitica. Definimos o sistema de coordenadas dado
. S O P s

por S = {C;u},i»} no qual ir; é o versor de CA; e up é o versor de CBj. Por defini¢do, em

coordenadas em relagdo ao sistema S, um ponto P = (x,y) pertence ao conjunto &, quando:

d(P,Fl)—l—d(P,Fz) =2a

Va2 432 /(=) 132 = 2a

\/ (x+¢)2+y2=2a—/(x—c)2+y? (2.2)

4

(\/(x+c)2+y2)2 = (2a —/(x—c¢)? +y2>2 (2.3)
)

(x—i—c)z—i-yz :4a2—4a\/(x—c)2+y2—i—(x—c)2+y2

)

X 2xc+c+y? =4a* —dar/ (x— )2 +y2 4+ x* = 2xc+ 47

Simplificando e reagrupando os termos temos,

4ar/ (x —c)?+y? = 4a® —4xc

)
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ay/(x—c)2+y? = a® —cx. 2.4)

Elevando novamente ao quadrado temos,

A (x—c)? +a*y? = (a® — cx)? (2.5)

0

a’x* —2a’cx+a*c? + azy2 =a* = 2d%cx+ *x?

=+ d? y 2=t —a*?

(aZ _CZ)XZ_'_aZyZ _ (12(02 —62).
De fato, como a > ¢ > 0, segue que a’—c*>0. Logo,

2.2
awy 2

2
x4+ —(a2 — c2)

Como a? = b* + ¢? segue

Esta € a chamada equac@o geral da elipse &j;, na sua forma reduzida referente ao sistema S.

Vamos agora justificar que de fato as passagens (2.2) = (2.3) e (2.4) = (2.5) sdo equiva-

lentes. Precisamos mostrar que se:

x2+y2_1
a? b2
Entao,
a?—cx>0e 2a—/(x+c)2+y2>0.
Com efeito, como 0 < ¢ < a e a* = b+ ¢2, temos
2 2 2
X X yoo 2 2
a2 < _2+ﬁ l=x <a" =x<a=-a<x<a
:>a2—cx2a2—ca>a2—a2:>a2—cx20.
Analogamente,
52 2
y y 2 2 2, .2

:>(x—|—c)2+y2:x2+2cx+c +v? < a?+2d° +a® — b +y? < 4d®
2a—/(x+c)2+y2 > 0.

Em resumo temos a representacio da elipse com seus elementos.
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2b

Figura 28 — Elipse

Nomenclatura:

Fi,F, : focos.

A1,A, : vértices sobre a reta focal.

B1,B> : vértices sobre a reta ndo focal.
e C: centro.
e 2c: distancia focal d(Fi,F>) = 2c.

A1A; : eixo focal de comprimento d(A,A) = 2a.

B\ B; : eixo ndo focal de comprimento d(By,B;) = 2b.

Vamos apresentar agora alguns exemplos de elipses e sua equagdo reduzida, referente ao

sistema S de coordenadas.

Exemplo 18. Dados os focos F| = (—4,0), F> = (4,0) e a = 5 vamos determinar a equagio

reduzida da elipse.

Os focos da elipse sdo F; = (—4,0) e F, = (4,0). Se d(Fi,F>) = 2c, entao

d(Fl,Fz) =2c=c=4

b=va%—c2=\/52—42 =25 16 =9 = 3.
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Logo, a equacdo geral da elipse referente ao sistema S é dada por

2 2 b
X y
Elip: - +5 =1
lip a2+b2 )
5
2 2
X y
&y —+—==1.
lpios T

Figura 29 — Elementos da elipse Exemplo 18

Exemplo 19. Considere uma elipse de vértices A} = (0,6) e Ay = (0, —6), passando pelo ponto

(2, %ﬁ) Vamos determinar a equacio reduzida da elipse e esbogar seu grafico destacando seus
principais elementos.

Como os vértices da elipse sdo A} = (0,6) e Ay = (0,—6), entdo
d(Al,Az) =2a=a=06.

Temos que o ponto (2, %ﬁ) pertence a elipse, entdo

x2+y2_1
P2
12512

2 (BB

bz 62 ’
4 4
pisTh

b =+20.

Logo, a equacdo geral da elipse referente ao sistema S € dada por

2 2 ¢
XY
@@lzp-ﬁ'i_;—l, e - _
2 2
X y
Elip: —=+ == 4
i 551 36

Figura 30 — Elementos da elipse Exemplo 20
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2.2 Hipérbole

Nesta secao realizaremos um estudo sobre hipérboles. Iniciaremos com a defini¢ao
seguindo uma abordagem geométrica apresentando sua construcgdo, destacando seus principais
elementos e posteriormente apresentamos sua forma analitica e a obtencdo da sua equagdo na

forma reduzida.

Definicao 13. Considere o um plano e ¢ > a > 0. Considere dois pontos F; e F; distintos
pertencentes ao plano o e d(Fy,F;) = 2c. Uma hipérbole é o lugar geométrico dos pontos P,
pertencentes a este plano o cujo o médulo da diferenca de suas distancias aos pontos Fj e F>

seja constante e igual a 2a, isto é

Hp={P€a : |dP.F)—d(P,F)|=2a}. (2.6)

Sejam C o ponto médio do segmento F|F> e A| um ponto da reta F1F>. Os pontos F| e F>
sao chamados de focos da hipérbole e a reta passando por F e F> € chamada de reta focal, que

por simplicidade denotamos por r. Vamos averiguar se A; pode ser um ponto da hipérbole.

Inicialmente suponhamos que existe um ponto A; a esquerda de F| pertencente a hipér-

bole. Entao,
d(A,F)=d(A, ) —d(F,F) | - :
d(A,F)—d(AF)=dFR,F) M e ®
2a =2c
Figura 31 — Pontos da Hipérbole
a=c,

contradi¢do. Logo A| ndo pode estar a esquerda de Fj.

Afirmamos que A; pertence ao segmento FjF, de tal modo que d(A;,Fi) =c—a > 0.
De fato,

d(A1,F)—d(Ar, F

Portanto A| € J7},. Analogamente, podemos mostrar que o simétrico ao ponto A; em relacdo a
C denominado A,, distante ¢ — a do foco F, também pertence a hipérbole. Consequentemente o

tamanho do segmento A{A; € 2a, conforme a Figura 32.
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o ---

Fy A, C

+

Figura 32 — Focos da Hipérbole

Considere a reta ortogonal a reta focal passando por C, denominada reta ndo focal, onde
C ¢é o ponto médio de FiF>. Podemos afirmar que ndo existe nenhum ponto da reta ndo focal
pertencente a hipérbole. De fato,

Se B pertence a reta nao focal e a hipérbole entdo por defini¢do temos
|d(B,F;)—d(B,F,)| = 2a.
Como d(B,F,) =d(B,F,), entdo
|d(B,F) —d(B,F>)| =2a = a =0, contradigio!

Portanto B ndo pertence a J7,.

Considere B; e B, dois pontos distintos pertencentes a reta ndo focal tal que d(B;,C) = b,

no qual b> = ¢? — a® para i = 1,2. Denominamos os pontos B; e B, por vértices da hipérbole

sobre a reta ndo focal.

b

1“[ ’

- - . —p

|
|
|
|
|
|
I
le—a a
|

|

-— el

c c

Figura 33 — Focos e vértices da hipérbole

Analogamente ao caso da elipse, vamos encontrar outros pontos pertencentes a hipérbole

distintos dos anteriores. Para isso facamos o uso da Geometria Analitica.
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Definimos o sistema de coordenadas dado por S = {C;u},i> } no qual i} € o versor de

|

—

. —= - - .
CA; e up é o versor de CB;. Por defini¢do, em coordenadas em relagdo ao sistema S, um ponto

P = (x,y) pertence ao conjunto .7, quando:
|d(P,F1) —d(P,F>)| =2a

que € equivalente a

\/(X+C)2 +y2— \/(x—c)2+y2 = +2a.
Elevando os dois membros ao quadrado temos,

A (x+0)2+y2=F2a+/(x—c)?+y* =

(x+¢)?+y* =4a’* tday/ (x—c)2+y2 + (x—c)? +y
0

X2 4 2xc 4t +y? =4a’ £4ay/ (x — )2 + 2 +x% — 2xc+ 2 +y°.

Simplificando e reagrupando os termos temos,

2

+day/(x— )2 +y? = dxc —4a® = +ay/(x— )2 +y2 = cx — >

Elevando a expressdo anterior ao quadrado temos,

A(x—c)? +a*y? = (ex—d?)?
)

a’x® = 2d°cx+d* P + a2y2 =c
)

a’x* = 2d°cx+d* P + a2y2 =c

0

a2x2_c2x2+a2y2 — 614 —(126'2

0

(CZ_aZ)XZ_QZyZ IQZ(CZ_aZ).

22 _2d%cx + at

22 _2d*cx + at

C0m0c>a>0:>c2—a2>0,logo

2.2
2 ay _ 2
X _—(cz—az) =a”. 2.7

Como ¢? = a?>+b> = b*> = > —a® e assim,a expressao (2.7) torna-se

x2 y2

2 poh
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Esta € a chamada de equag@o geral da hipérbole .77}, na sua forma reduzida referente ao sistema

de coordenadas S.

Reescrevendo a equacdo da hipérbole temos que

2 2 2
X yo o 22X
b22
y=y/ "
a

Note que para x suficientemente grande temos:

b2x? b
y:j:\/—)zc—b2 =yx~+ —x
a a

Obtemos entdo as assintotas da hipérbole, que sdo duas retas que passam pela origem do sistema

de coordenadas e t€m inclinag¢do + g em relagdo ao eixo CF, (reta focal).

A Figura 34 abaixo representa uma hipérbole e os principais elementos, no sistema
—
S = {C;CF,CB;).

Figura 34 — Hipérbole

Nomenclatura:

Fi,F, : focos.

A1,A,> vértices.

C : centro.

2c¢ : distancia focal d(F, F>) = 2c.

e AjA;: eixo focal de comprimento d(A,A;) = 2a.

BB, : eixo ndo focal de comprimento d(B},B;) = 2a.

e 7,5 : assintotas.
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Vamos apresentar agora alguns exemplos de hipérboles e como determinar sua equacgao

reduzida referente ao sistema fixado S.

Exemplo 20. Dados os focos F; = (—/7,0), F> = /7,0) e a = 2 vamos determinar a equacio
reduzida da hipérbole e suas assintotas.

Os focos da hipérbole sio F; = (—/7,0) e F; = (/7,0). Se d(F,F>) = 2c, entio
d(Fl,Fz) =2c=c :ﬁ

b=V —a® =\/(/7)2 =22 =V/3.

Portanto, a equacgdo geral da hipérbole é:

IS

2 2

KLY ‘
jﬁp . ; — ﬁ = 1 ,
2 2 ‘
Xy
% L = 1. p 3 2 1 3 4
a3 /
Observe que as equagdes das assintotas sdo: )
y= j:gx. Logo: .
y= ? X e y= —g X. Figura 35 — Elementos da hipérbole 1

Exemplo 21. Vamos determinar a equagdo reduzida da hipérbole sabendo que F; = (0,/10),
Fi = (0,—/10), a = 2 e a hipérbole passa pelo ponto (\/TTO, 3).

Os focos da hipérbole sdo F; = (0,4/10) e F; = (0,—/10). Se d(F},F>) = 2c, entdo
d(F1,F) =2c=c=V10

b=Vc2—a?=\/(/10)2 —22 =V6.
Portanto, a equacgdo geral da hipérbole é:

Hp: = —— = 1.

Q|\<
3] [3S]
®|><
o [\

2 2 !
X
Ayt

4 6 . A 3 -2 -1 1 2 3 4

Observe que as equacdes das assintotas sdo:

y = %3x. Logo: /

37 Figura 36 — Elementos da hipérbole 2
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2.3 Parabola

Nesta se¢do apresentamos um estudo sobre pardbolas, definindo-as inicialmente do ponto
de vista geométrico. Posteriormente com elementos de Geometria Analitica, obteremos uma

expressao algébrica que a represente.

Definicao 14. Considere o um plano. Sejam r uma reta e F' um ponto do plano ndo pertencente
a r. Definimos por pardbola de foco F e diretriz r o conjunto dos pontos do plano cuja distancia

a F' é igual a sua distancia a r, isto é

P = {P € : d(P.F) = d(P.r)}. (2.8)
Seja C o ponto de interse¢do da reta perpendicular a reta diretriz r passando por F, tal
que a distancia do foco a reta diretriz é chamado de parAmetro da pardbola dado por d(F,r) = 2p.

Vamos inicialmente definir um ponto V da pardbola com a seguinte propriedade: V é o

ponto médio do segmento FC, entio
d(V,F)=d(V,C) = p.
Como C pertence a reta diretriz r, entdo d(V,F) = d(V,r). Portanto o ponto V pertence a

pardbola. A esse ponto chamamos de vértice da pardbola.

Seja R pertencente a reta s, onde s € a reta paralela a reta diretriz r passando pelo vértice
da pardbola. Definimos o sistema de coordenadas dado por S = {V; i}, >} no qual i} é o versor
de ﬁ e 15 € o versor de ﬁ

Por defini¢do, em coordenadas em relagdo ao sistema S, um ponto P = (x,y) pertence ao
conjunto Z,,,p quando d(P,F) = d(P,r).

Seja P’ um ponto pertencente a reta diretriz r, tal que P’ = (x, —p). Por defini¢do temos que
d(P,F)=d(P,r)=d(P,P’)
V=024 (5= p)2 =/ (=22 + (74 p)?
e+ 0=p2 =/ p)

Elevando ambos membros ao quadrado, temos

X+ (-p)P=0G+p)?
X +y? —2yp+p* =y* +2py+ pt.

Simplificando e reagrupando os termos, temos

¥ =4py
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isto €,

y="2. 2.9)

A equagio dada em (2.9) é chamada equag@o geral da parabola &2, na sua forma reduzida

referente ao sistema S.

Em resumo temos a representacdo da pardbola com seus elementos.

(Ov 'p)

P= (X, 'p)

Figura 37 — Parédbola

Nomenclatura:

F : foco.

2p : parametro.

r : diretriz.

V : vértice.

Vamos apresentar agora alguns exemplos de pardbolas e sua equacdo geral reduzida
referente ao sistema S de coordenadas.

Exemplo 22. Vamos determinar a equagio geral da pardbola de foco F = (0,—3) e reta diretriz

r:y=3.
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Usando a defini¢do da pardbola, temos
d(P,F)=d(P,r)=d(P,P")
VE—02 4 (4312 =/ (r—x2 + (y-3)2,
\/x2+(y+3)2 :\/(y—3)2. ry=s P

Elevando ambos membros ao qua-

drado, temos

4+ (y+3)7= (-3
X4y +6y+9=y>—6y+9.

Simplificando e reagrupando os ter-

mos, temos

x2

y:—ﬁ.

Exemplo 23. Vamos esbogar e determinar a equagio geral da pardabola com vértice V = (0,0)
na origem, cujo foco é o ponto F = (0,5).
SeV =(0,0) e F = (0,5), ento

d\V,F)=p=p=5.

Logo a equacdo geral da pardbola € representada

por:

V=(0,0)



