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16. x =2+ cosmyz, y = 1 +sennxz; (3, 1,2) ' 22. Mostre que as superficies xyz = 36 e 4x2 + y? + 922 = 108

17. y=¢*sen2nz + 2, z=y? —In(x + 1) — 3; (0, 2, 1) sdo tangentes no ponto (3, 6, 2).
18. x2 =3xy+y? =2z, 2x2 +y* =3z +27=0; (1, =2, 11) 23. Duas superficies sdo perpendiculares em um ponto P, de
19. x2+ 22 +4y=0,x2+ >+ 22— 62+ 7=0; (0, — 1,2) - intersecgdo se os vetores normais as superficies em P, forem

20. x2+ y2 +22=8,y2=4;(0,2,2)
21. Mostre que as esferas

x2+yP+ 2= e (x-bP+y’+22=(b-ap o4

sdo tangentes no ponto (a, 0, 0).

ortogonais. Mostre que a superficie x2 — 2yz + y? = 4
¢ perpendicular a todo membro da familia de superficie
x2 + (4c — 2)y2 — ¢cz2 + 1 = O no ponto (1, —1, 2).

. Prove que toda reta normal a esfera x2 + y? + z2 = @ pas-
sa pelo centro da esfera.

17.3  EXTREMOS DE FUNGOES
DE DUAS VARIAVEIS

17.3.1 DEFINICAO

17.3.2 DEFINICAO

Uma aplicagdo importante da derivada de uma funcdo de uma tnica varidvel
consiste no estudo dos valores extremos de uma fun¢do que nos leva a uma va-
riedade de problemas envolvendo maximos e minimos. Isso foi discutido no Ca-
pitulo 4, onde provamos teoremas envolvendo as derivadas primeira e segunda,
a partir dos quais os valores maximos e minimos relativos de uma fungédo fo-
ram determinados. Ao estender a.teoria para fun¢des de duas varidveis, vocé
vera que ela é similar ao caso de uma variadvel; contudo, algumas complicagdes
aparecem.

A funcéo f de duas varidveis tem um valor miximo relativo no ponto (x,, ¥,)
se existir um disco aberto B((x,, ¥,); 7), tal que f(x,, ¥o) = f(x, y) para todo
(x, ¥) em B.

A fungio f de duas varidveis tem um valor minimo relative no ponto (x,, ;)
se existir um disco aberto B((xy, ¥o); 1), tal que f(xy, ¥o) < f(x, ¥) para todo
(x, y) em B.

- » ILUSTRACAO 1 Na Figura 1 esta o grafico da func;viio f definida por

[, y) =25 = x? — y?
Seja B qualquer disco aberto ((0, 0); r) onde r < 5. Da Definigdo 17.3.1, segue
que f tem um valor maximo relativo de 5 no ponto onde x = 0 ey = 0.
Na Figura 2 aparece um esbogo do grafico da fung¢do g para a qual
g(x, y) = x* + y?

Seja’'B qualquer. disco aberto ((0, 0); ). Entdo, da Defini¢cdo 17.3.2, g tem um
valor minimo relativo de 0 na origem. |
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Analogo ao Teorema 4.1.3 para funcdes de uma varidvel, existe o seguinte
teorema para fungdes de duas varidveis.

Seja f(x, ) definida em todos os pontos de algum disco aberto B(x,, y,); 7) €
tendo um extremo relativo em (x,, ¥,). Entdo, se existirem f,(x5, ¥o) € f,(Xo, Vo),
teremos

S, ¥0) = 0 e filxp, yo) = 0

Antes de demonstrar o Teorema 17.3.3, vamos dar um argumento geométri-
co informal. Seja fuma funcio satisfazendo as hipdteses e suponha que ftenha
um valor maximo relativo em (x,, y,). Considere a curva de intersec¢io do pla-
no y = y, com a superficie z = f(x, y) (consulte a Figura 3). Essa curva ¢ re-
presentada pelas equacdes

y=Jx € z = f(x, »)

Como f tem um valor mdximo relativo no ponto onde x = Xx,, ¥ = Y, Se-
gue que essa curva tem uma reta tangente horizontal no plano y = y,, em
(%, Yo» f(x0» ¥o))- A inclinagdo dessa reta tangente f,(Xo, ¥o); assim f,(x,, o) = 0.
De uma forma similar podemos considerar a curva de intersec¢do do plano
X = X, com a superficie z = f(x, y) e obter f(x;, ) = 0. Uma discussio si-
milar pode ser feita se f tiver um valor minimo relativo em (x;, y,). A seguir
estd a demonstragdo formal.

Provado Teorema 17.3.3 Vamos provar que se f tiver um valor médximo relativo
em (x,, ¥o) € se f(Xo, Vo) existir, entdo f(x,, ¥o) = 0. Pela defini¢do da deriva-
da parcial,

Y S(xo + Ax, yo) — f(xg, yo)
Sdx0, Yo) = Alir—l?o Ax

Como f tem um valor maximo relativo em (x,, ¥,), pela Definicdo 17.3.1,

f(xo + AX, yo) — f(xo, ¥o) €O

sempre que Ax for suficientemente pequeno, de tal forma que (x, + Ax, o)
esteja em B. Se Ax tender a zero pela direita, Ax > 0; logo,

f(xo + Ax’ yo) - f(xo, )’o) <

<0
Ax

Assim, pelo Teorema 2.10.3, se f(x,, ¥,) existir, f,(x; ¥) < 0.
Analogamente, se Ax tender a zero pela esquerda, Ax < Qe

f(xq + AX, yo) — f(x0, ¥o)
Ax

>0

Logo, pelo Teorema 2.10.4, se f,(x,, Yo} existir, f{x,, ¥) = 0. Concluimos, en-

- tdo, que, existindo f,(x,, ¥,), ambas as desigualdades, f,(x,, yo) < 0e fi{x,, ¥o) 2 O,

devem ser validas. Conseqiientemente, f(x;, o) = 0.

A demonstragdo de que f(xy, ¥o) = 0 se f,(Xo, o) existir e f tiver um valor
maximo relativo em (x,, J,), € andloga e serd deixada como exercicio (veja o
Exercicio 37). A demonstragdo do teorema quando f(x,, ¥,) for um valor mi-
nimo relativo também sera deixada como exercicio (veja o Exercicio 38). W
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Um ponto (x,, y,) para o qual temos ambas as igualdades f(x,, y;,) =0e
Jy(xo, Yo) = 0, é chamado de ponto critico.

O Teorema 17.3.3 estabelece que uma condi¢do necessaria para que uma fun-
¢do de duas varidveis tenha um extremo relativo em um ponto, onde suas deri-
vadas parciais primeiras existem, é que ele seja um ponto critico. E possivel,
para uma fungdo de duas varidveis, ter um extremo relativo em um ponto no
qual as derivadas parciais ndo existem, mas ndo iremos considerar tal situacdo
neste livro. Além disso, a anulagdo das derivadas parciais primeiras de uma fun-
¢d0 de duas varidveis ndo é uma condi¢do suficiente para que a fungdo tenha
um extremo relativo no ponto. Isso ocorre na ilustragdo a seguir.

» ILUSTRACAO 2 Seja f a fungdo definida por

Jx, y) =y —x2
Entdo,

fx(x’ y) = —2x fy(x’ y) = 2y
Ambeas, £(0, 0) e £,(0, 0), sdo nulas. Um esbogo do gréfico de f aparece na Fi-
gura 4; os pontos proximos a origem dao ao grafico uma forma de sela. E claro
que f ndo satisfaz as Defini¢des 17.3.1 ou 17.3.2 quando (x,, ¥,) = (0, 0).
' |

Na Ilustragdo 2, o ponto (0, 0) é chamado de ponto de sela da funcéo f.

Ha um teste da derivada segunda que d4 condi¢Ses que garantem a existéncia
de extremos relativos para uma fun¢do em um ponto onde suas derivadas par-
ciais sdo nulas. Contudo, algumas vezes é possivel determinar os extremos de
uma funcio pelas Definigdes 17.3.1 e 17.3.2, conforme estd mostrado na ilus-
tracdo a seguir.

» ILUSTRAGAO 3 Seja f a fungdo definida por
flx,y) = 6x — 4y — x> — 2y?

Vamos determinar se f tem algum extremo relativo.
Como f e suas derivadas parciais existem em todo (x, y) em R?, o Teorema
17.3.3 ¢ aplicavel. Derivados, obtemos

fx,y)=6-2x e flx,y)=—-4—4y

Expressando f(x, ¥) e f,(x, y) iguais a zero, obtemos x = 3 ey = —1. Veja
a Figura 5 para um esbogo do grifico da equacido

z=06x — 4y — x* — 2)?

E um paraboléide tendo um eixo vertical, com vértice em (3, —1, 11) e abrindo
para baixo. Podemos concluir que f(x, ¥) < f(3, —1) para todo (x, y); logo,
pela Definigdo 15.3.1, f(3, —1) = 11 é um valor maximo relativo da funcdo.

<

O teste bésico para determinar maximos e minimos para fun¢des de duas va-
ridveis é o teste da derivada segunda, dado no teorema a seguir.




17.3.5 TEOREMA
Teste da Derivada Segunda
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Seja f uma fungio de duas varidveis, tal que f e suas derivadas primeira e se-
gunda sejam continuas em algum disco aberto B((a, b); r). Suponhamos, além
disso, que f(a, b) = 0 e f(a, b) = 0. Entéo,

(i) f tem um valor minimo relativo em (a, b) se

fola, b) f,(a, b) — f,Ma, b) >0 e fua b) >0 (ouf,a, b) > 0)
(ii) f tem um valor ma’u;imo relativo em (a, b) se

fla, b) f,(a, b) — f,X(a, b) >0 e f.la b) <O0(ouf,a b) <0
(iii) f(a, b) ndo é um extremo relativo se

fida, b) f(a, b) — f,a, b) < O
(iv) Ndo podemos tirar conclusio nenhuma se

fola, b) f(a, b) — f,Xa, b) = 0.

Adiaremos a discussdo da prova do teste da derivada segunda até o final des-
ta sec¢do, onde provaremos a parte (i).

EXEMPLO 1 Se
S, y)=2x*+ y* —x* =2y
determine, caso haja, os extremos relativos de f.

Solugdo Para aplicar o teste da derivada segunda, calculamos primeiro as
derivadas primeira e segunda de f.

fx(x, y) = 8X3 —2x f;)(x’ Y) = 2y -2
fxx(x’ y) = 24X2 -2 fvy(x’ .V) =2 f;y(x’ y) =0

Resolvendo f,(x, y) = 0, obtemos x = —4, x = 0 e x = +. Resolvendo
agora f,(x, y) = 0, obtemos y = 1. Logo, f, € f, sdo ambas nulas nos pontos
(-3, 1), (0, 1) e (3, 1) e esses sdo os pontos criticos de f. Os resultados da
aplicacdo do teste da derivada segunda a esses pontos estdo resumidos na Ta-
bela 1.

Tabela 1
Ponto critico Joo Sy So Joly — fo° Conclusdo
-+ D 4 2 0 8 f tem um valor minimo relativo
©, 1 -2 2 0 -4 f ndo tem um extremo relativo
&G D 4 2 0 8 f tem um valor minimo relativo

No ponto (—+, 1), £« > 0ef f,, — f? > 0; assim, do Teorema 17.3.5 (i),
f tem um valor minimo relativo em (—+, 1). Em (0, 1), f, f,, — /2 < 0;
assim, do Teorema 17.3.5 (iii), f ndo tem extremo relativo em (0, 1). Como
Ja>0efof, — f& > 0em (+, 1), f tem um valor minimo relativo nesse
ponto pelo Teorema 17.3.5(i).

Como f(—-+, 1) = —F% e fl4, 1) = —+4, concluimos que f tem um valor
minimo relativo de —3 em cada um dos pontos (—+, 1) e (3, 1).
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Vamos discutir agora extremos absolutos de func¢des de duas varidveis.

A fungdo f de duas varidveis terd um valor mdximo absoluto em seu dominio
D, no plano xy, se existir algum ponto (x,, y,) em D, tal que f(x,, ¥o) = f(x, ¥)
para todos os pontos (x, y) em D. Em tal caso, f(x,, y,) ¢ denominado o valor
maximo absoluto de f em D.

A fungdo f de duas varidveis terd um valor minimo absoluto em seu dominio
D, no plano xy, se existir algum ponto (x,, y,) em D, tal que f(x,, ¥)) < f(x, ¥)
para todos os pontos (x, y) em D. Em tal caso, f(x,, ¥,) ¢ denominado o valor
minimo absoluto de f em D.

Para fung¢des de uma unica varidvel, tinhamos o teorema do valor extremo:
Se a fungdo f for continua no intervalo fechado [a, b], entdo f terd um valor
maximo absoluto e um valor minimo absoluto em [a, b]. Sabemos que um ex-
tremo absoluto de uma fun¢do continua num intervalo fechado deve ser um
valor funcional extremo relativo ou um valor funcional na fronteira do interva-
lo. Temos uma situagio correspondente para fungées de duas varidveis. No enun-
ciado do teorema do valor extremo para fungdes de duas varidveis, vamos nos
referir a uma regido fechada, no plano xy. Por regido fechada entendemos aquela
que inclui sua fronteira. Na ilustra¢do a seguir damos algumas regies fechadas
e identificamos a fronteira de cada regido.

» ILUSTRACAO 4 (a) Um disco fechado é uma regido fechada. A fronteira é
a circunferéncia do disco. Veja a Figura 6.

(b) Os lados de um tridngulo, juntamente com a regifio contida nele, consti-
tuem uma regido fechada. A fronteira consiste nos lados do tridngulo. Veja a
Figura 7.

(e) Os lados de um retingulo, juntamente com a regido contida nele, consti-
tuem uma regido fechada. A fronteira consiste nos lados do retingulo. Veja
a Figura 8.* |

Seja R uma regido fechada no plano xy, e seja f uma fungio de duas varidveis
continua em R. Entdo, existe pelo menos um ponto em R onde f tem um valor
maximo absoluto, e pelo menos um ponto em R onde f tem um valor minimo
absoluto.

A demonstragio desse teorema serd omitida, pois foge ao contexto deste livro.
Se f for uma funcio satisfazendo o Teorema 17.3.8 ¢ se ambas f,(x, y) e f(x, y)
existirem em todos os pontos de R, entdo os extremos de f ocorrerdo num ponto
(X0, Yo), onde f(xo, ¥)) = 0 e f(xp, ¥o) = 0, ou num ponto da fronteira de R.

EXEMPLO 2 Um fabricante que ¢ um monopolista fabrica dois tipos de lam-
padas. De sua experiéncia, o fabricante determinou que se x 1dmpadas do pri-
meiro tipo e y lJampadas do segundo tipo forem feitas, cada uma delas podera

* N. do R.: Um ponto P sera da fronteira de R, denotada pelo simbolo dR, se satisfizer a seguinte

propriedade: toda bola B(P, r) centrada em P, com r > 0, contém pontos de R e de

seu complemento. O ponto Q serd interior a R, denotado por R, se satisfizer a seguinte
propriedade: existe uma bola B(Q, r) centrada em Q, com r > 0, totalmente contida

emR.EclaroemioqueRzﬁUBRe&RﬂfQ: @.
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ser vendida pelos valores (100 — 2x) e (125 — 3y), respectivamente.* O custo
de fabricagdo de x ldmpadas do primeiro tipo e y ldmpadas do segundo tipo
éde (12x + 11y + 4xy). Quantas ldmpadas de cada tipo devem ser produzidas
para que ele obtenha o lucro maximo, e qual é o lucro maximo?

Solucédo A renda obtida com a venda das lampadas do primeiro tipo é
x(100 — 2x), e com as lampadas do segundo tipo é y(125 — 3y). Logo, se f(x, »)
for o lucro do fabricante,

f(x, y) = x(100 — 2x) + y(125 — 3y) — (12x + 11y + 4xy)
= 88x + 114y — 2x? — 3y? — 4xy (1)
Como x e y representam o numero de ldmpadas, exigimos que x > 0ey > 0
€ permitiremos que x € y sejam quaisquer nimeros reais ndo-negativos. Além

disso, (100 — 2x) é o pregco de venda de lampadas do primeiro tipo. Assim,
exigimos que 100 — 2x >0 ou, equivalentemente, x < 50. Analogamente, co-

-mo (125 — 3y) é o prego de venda de lampadas do segundo tipo, exigimos que

» < 2. Logo, o dominio de f ¢ a regido fechada, definida pelo conjunto
. N0<x<50 ¢ 0<y <P

Essa regido ¢ retangular e aparece na Figura 9. A fronteira da regido consiste
nos lados do retangulo. Como f é uma fungdo polinomial, entdo ela é continua
em toda parte. Logo, f é continua em seu dominio; assim, o teorema do valor
extremo pode ser aplicado. Os pontos criticos de f sao encontrados, se determi-
narmos onde f(x, y) = 0 e f(x, ) = 0.-

filx,y) =88 —d4x — 4y Sx, p) =114 — 6y — 4x
Expressando f(x, y) = 0 ¢ f(x, ) = 0, temos

x+y=22
2x+3y=§7

Resolvendo essas equagdes simultaneamente, obtemos x = 9 e y = 13. Para
aplicar o teste da derivada segunda, calculamos as derivadas parciais segundas.

fxx(x7 y) = —4 .fyy(x’ y) = —6 fxy(x’ y) =—4
No ponto (9, 13),A

Sex9; 143)fyy(9, 13) - fxy2(9, 13) =(—4)(—6) — (-4
=8>0

Segue, entdo, pelo Teorema 17.3.5(ii), que f terd um valor maximo relativo em
O, 13). -

De (1),

f(x,y) = x(88 — 2x) + y(114 — 3y) — 4xy 2
Assim,

f09, 13) = 9(70) + 13(75) — 468

=1.137

* N. do R.: Considere uma unidade monetdria bdsica que sera denotada por $. O valor numérico
em qualquer outra moeda pode ser obtido multiplicando o original por um fator cam-
bial determinado.



