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tiplicadores de Lagrange, que sdo usados para o calculo de extremos de uma
func¢do sujeita a um vinculo.

Os gradientes aparecem novamente na Sec¢do 17.5, onde mostramos como
obter uma fungdo a partir de seu gradiente. Esse procedimento ¢ 1til para de-
terminar se uma expressdo diferencial é exata e para resolver equagdes diferen-
ciais exatas.

17.1 DERIVADAS DIRECIONAIS
E GRADIENTES

17.1.1 DEFINICAO

O
FIGURA 1

z

z= flx,

Q(xg + hcos 8, yo + hsen 8, 0)
FIGURA 2

Vamos generalizar a defini¢do de uma derivada parcial, a fim de obter a taxa
de variagdo de uma fungdo em relagdo a qualquer diregdo e sentido. Isso nos
leva ao conceito de derivada direcional.

Seja f uma fungdo de duas varidveis x € y e seja P(x, y) um ponto do plano
xy. Suponhamos que U seja o vetor unitdrio que faz com a parte positiva do

eixo x um 4ngulo cuja medida em radianos é 6. Entdo,

U = cos 6i + sen 6j

A Figura 1 mostra a representagdo de U com ponto inicial em P(x, y).

Seja f uma fungdo de duas varidveis x ¢ y. Se U for o vetor unitdrio cos 6i +
+ sen 6j, entdo a derivada direcional de f na dire¢o de U, denotada por Dy f,
sera dada por

. f(x+ hcos@,y + hsen8) — f(x, y)
D ,y) =1
v S (X, ) hl_l'l(l’ 7

se o limite existir.

A derivada direcional d4 a taxa de variagdo dos valores funcionais f(x, y)
em relagdo i diregdo e sentido do vetor unitario U.* Isso estd ilustrado na Figu-
ra 2. Uma equacdo da superficie S na figura é z = f(x, ). Py(Xo, Yo, Zo) € um
ponto na superficie, e os pontos R (xy, Yo, 0) € Q(x, + hcos 8, y, + hsen 6, 0)
sdo pontos no plano xy. O plano que passa por R e Q, paralelo ao eixo z,
faz um angulo de 0 rad com a diregdo positiva do eixo x. Esse plano intercepta
a superficie S na curva C. A derivada direcional Dyf, calculada em P, ¢ a in-
clinagdo da reta tangente a curva C em P,, no plano de R, Q ¢ P,.

SeU =1i,entdo cos 8 = 1 e sen 8 = 0 e, da Definicao 17.1.1,

S+ hy) —f(x)
h

D,f(x, y) = lim
h—0

que é a derivada parcial de f em relagdo a x.
SeU = j,entdocos 8 = Oesen 8 =.1¢

[,y +h) —f(x,y)
h

D;f(x, y) = lim
h=0
que é a derivada parcial de f em relacdo a y.

* N. do R.: Quando dizemos ‘‘derivada de f na dire¢do de U’ fica subentendido que, ndo sé a
diregio mas também o sentido estd determinado por U. Observe que — U tem a mes-
ma direcdo de U, mas a derivada direcional de f na diregdo de — U tem o sinal oposto
da derivada de f na direcdo de U.
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Assim sendo, f, ¢ f, sdo casos particulares da derivada direcional nas dire-
¢des dos vetores unitdrios i e j, respectivamente.

> ILUSTRACAO 1 Vamos aplicar a Definicdo 17.1.1 para encontrar Dyf, se
S(x, ) =3x% — y? + 4x

- U € o vetor unitdrio na direcdo 47. Entdo, U = cos txi + sen 1xj, isto é,
U = $V3i + 1j. Assim, da Definigdo 17.1.1,

Duf(x, ) = lim f&x + 33 v+ ) = f(x, y)

i 30+ 3VBH? — 0+ )% + 40x + $4/3) — (Bx? — ¥ + 4x)

T k=0 h

i X 3\3hx + k% — y* — hy — 4h% + 4x + 2Bk — 3x? + ) — 4x
A0 h
. 33hx + $h* — hy — 1% + 2\/3h

= lim ;
h—0

=lim (3/3x + $h — y — th + 2/3)

h—=0

Seguimos agora para obter uma férmula que nos possibilite calcular a deri-
vada direcional de uma maneira mais rdpida do que se usarmos a defini¢do.
Seja g a fungdo de uma 1nica varidvel ¢, com x, y e 0 fixos, tal que

g(t) =f(x + tcos B,y + tsenb) (1)
e seja U = cos i + sen 6j. Entdo, pela defini¢cio de derivada ordindria,

g(0) = lim &+ @+ hycos 6,y + (0 + k) s;n()) ~f(x+0cos 6,y +0send)
h—0

_ limf(x + hcos 0,y + hsenf) — f(x, y)
h—-0 h

g'0)
Como o segundo membro acima é Dyf(x, y),

g'©0) = Dyf(x, ) )

Encontramos agora g’(#), aplicando a regra da cadeia ao segundo membro
de (1), o que da

d(x + t cos 6)
ot

= filx +tcos,y+tsenB)cos @ + f,(x + tcos b,y + tsenf)send

d(y + tsenf)

gt)=fi(x +tcosB,y+ tsenb) 5

+ fo(x +tcosf,y+tsenb)
Logo,

g'0) = fulx, y) cos 6 + fi(x, y)sen 6

Dessa equagdo ¢ de (2) obtemos o teorema a seguir.
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Se f for uma fungdo diferencidvel de x e y e U = cos i + sen 6j, entdo

Dyf(x, y) = fAx, y) cos 8 + f(x, y) sen 6

P ILUSTRAGCAO2 Aplicamos a Definigdo 17.1.2 para calcular Dy f para a fun-
¢40 f e o vetor unitario U da Ilustragdo 1:

S, y) =3x* — y? + 4x U = cos ini + sen inj
Dy f(x, y) = fdx, y) cos in + fi(x, y)sen §n
= (6x + 933 + (-2

=33x—y+23

o que esta de acordo com o resultado da Ilustragdo 1. <

A derivada direcional pode ser escrita como um produto escalar de dois veto-
res. Uma vez que

fdx, y)cos 8 + f(x, yysen 6 = (cos 8i + sen 6j) - [ fi(x, y)i + f(x, y)i]

segue do Teorema 17.1.2 que
Dy f(x, y) = (cos 8i + sen6j) - [ f(x, y)i + fi(x, )i] - 03)

O segundo vetor do segundo membro de (3) ¢ muito importante e é chamado
de gradiente da fungdo f. O simbolo usado para o gradiente de fe V f, onde
V é delta maitsculo invertido e 1é-se ‘‘del’’. Algumas vezes a abreviagao grad f
¢ usada.

Se f for uma funcdo de duas varidveis x e y, e J. ¢ [, existirem, entdo o gradiente
de f, denotado por Vf (leia ‘‘del f°*), serd definido por

Vi, ») = flx, i + f(x, V)i

Da Defini¢do 17.1.3, a equagdo (3) pode ser escrita como

Dyf(x,y) = U - V f(x, y) @

Assim sendo, qualquer derivada direcional de uma fun¢io diferencidvel pode
ser obtida se multiplicarmos escalarmente o gradiente pelo vetor unitdrio na di-
recdo e sentido desejados. :

EXEMPLO 1 Se
f(x, y) = {ex* + 5y

ache o gradiente € f no ponto (4, 3). Ache também a taxa de variagao de f(x, y)
na dire¢io +x em (4, 3).

Solugdo Como f(x, y) = —;—ﬂ efix,y) = 1y,
Vi, y=sxi+%i  V4,3)=3i+3
A taxa de variagdo de f(x, y) na dire¢do +x em (4, 3) é Dyf(4, 3), onde

U=

1. 1 .
_+_
NN
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FIGURA 3
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Encontramos Dy f(4, 3) multiplicando escalarmente V f(4, 3) por U.
1

Duf(4,3):(—\/—§i+%j>-<%i+§j)

__7
62

Se a for a medida em radianos do dngulo entre os dois vetores U e V£, entdo

U - Vf(x, y) = ||U||||[Vf(x, y)|| cos

Dessa equacgdo e de (4), segue que

Dy f(x, y) = U]l [|[Vf(x, y)|| cos & )

Vemos de (5) que Dy f sera maxima quando cos @ = 1, isto é, quando U esti-
ver na diregio e sentido de Vf; e nesse caso Dy f = |Vf|. Assim sendo, o gra-
diente de uma fungdo estd na dire¢do e sentido em que a fungdo tem a taxa
maxima de variagdo. Em particular, num mapa topografico bidimensional de
um terreno onde z unidades é a eleva¢do num ponto (x, y) e z = f(x, »), a dire-
¢do e sentido em que a taxa de variagdo é maxima serdo dados por Vf(x, y);
isto é, o vetor Vf(x, y) aponta para cima na dire¢do e sentido mais ingremes.
Isso explica a denominagao gradiente (a inclinacdo é mais acentuada na direcdo
do gradiente).

» ILUSTRACAO 3 Na Figura 3 ha um mapa topografico mostrando as curvas
de nivel da fung¢do do Exemplo 1 em 1, 2 ¢ 3. As curvas de nivel sdo elipses.
A figura também mostra a representacdo de Vf(4, 3), tendo (4, 3) como ponto
inicial. <

EXEMPLO 2 Dada
flu ) =2 —y* + 3x —y
ache o valor maximo de Dyf no pontoonde x = ley = —2.
Solucéo Como fx, y) = 4x + 3ef(x, y) = -2y — 1,
Vi(x, yr=@x + )i+ (=2y—-1)j Vf(l,=2)=Ti+ 3j

Assim, o valor maximo de Dyf no ponto (1, —2) ¢

IV/(1, —2)]| = /49 + 9
= /58

EXEMPLO 3 A temperatura em cada ponto (x, y) de uma placa retangular
situada no plano xy, é determinada por

T(x,y) = x> +y*

a) Ache a taxa de variagdo da temperatura no ponto (3, 4) na diregdo e senti-
do que fazem um angulo de 47 rad com o eixo x positivo. (b) Ache a dire-
¢do e sentido em que a taxa de variagdo da temperatura no ponto (—3, 1) ¢
maxima.
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Solugéo ,
a) Queremos encontrar Dy7(x, y) onde
U =cosinmi +sendnj  VT(x,y) = Ti(x, p)i + T,(x, V)i
=4 + 1.3 = 2xi + 2)j
Logo,
DyT(x,y)=U-VT(x, y)
= (5 + 3/3i) - (2xi + 2))
= x ++/3y

Assim,

DyT(3,4)=3+4.3
9,93

Entdo, em (3, 4) a temperatura estd aumentando a taxa de aproximadamente
9,93 unidades por unidade de variagdo medido na direcéo e sentido de U.

b) DyT(-3, 1) sera um maximo quando U estiver na direcdo e sentido de
VT(-3,1). Como VI(—3, 1) = —6i + 2j, amedida em radianos do dngulo
que d4 a diregdio e o sentido de VT(—3, 1) é 6, onde tg 6 = +. Assim,
6 = n — tg~' +. Logo, a taxa de variagdo da temperatura no ponto (—3, 1)
¢ maxima quando tomada na dire¢do e sentido que fazem um angulo de
m — tg~! 4 rad com o eixo x positivo.

Vamos agora estender para uma funcdo de trés variaveis a defini¢do de deri-
vada direcional. No espaco tridimensional a dire¢do e o sentido de um vetor
sdo determinados pelos seus co-senos diretores. Se cos a, cos 8 e cos y forem
os co-senos diretores do vetor unitdrio U, entao U = cos ai + cos 8j + cos yk.

Suponha que fseja uma fragdo de trés variaveis x, y € z. Se U for o vetor unita-
rio cos ai + cos Bj + cos vk, entdo a derivada direcional de f na direcdo de
U, denotada por Dyf, serd dada por
Dyfe v, 2) = lim fx+hcosa,y + hcos[}iz,z + hcosy) — f(x, ¥, 2)
h-0

se este limite existir.

A derivada direcional de uma fung¢do de trés variaveis da a taxa de variagao
dos valores funcionais f(x, y, z) em relac@o a distdncia no espaco tridimencio-
nal, medida na dire¢do e sentido do vetor unitario U.
~ O teorema a seguir, que fornece um método de cdlculo da derivada direcio-
nal de uma funcgao de trés varidveis é demonstrado de forma analoga ao Teore-
ma 17.1.12.

Se f for uma fungio diferencidvel de x, ye z e
U = cos ai + cos fj + cos vk
entao

Dyf(x, y,2) = fdx, ¥, ) cos a + f(x, y, 2) cos B + fx, y, 2)cosy
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EXEMPLO 4  Dada.
f(xyyaz)= 3X2 +xy—2y2 —y2+22

ache a taxa de variagdo de f(x, y, z) em (1, —2, —1) na diregdo e sentido do
vetor 2i — 2§ — k.

Solugdo O vetor unitario na diregdo e sentido de 2i — 2j — k é
U=3%-2%-1k

Assim, do Teorema 17.1.5

Dyf(x, y,2) = 3(6x + y) — 3(x — 4y — 2) — $(—y + 22)
Logo, a taxa de variagdo de f(x, y, z) em (1, —2, — 1) na direcdo e sentido de
U, é dada por

Dyf(1, =2, —1) = §(4) — 3(10) — $(0)

= —4

Se f for uma funcédo de trés varidveis x, y e z e as derivadas parciais f, f, e
[, existirem, entdo o gradiente de f, denotado por Vf, serd definido por

Vfx, y,2) = flx, y i + f(x, y, 2§ + fLx, ¥, 2k

Da mesma forma que para fungées de duas varidveis, segue do Teorema 17.1.5
e da Defini¢do 17.1.6 que se U = cos ai + cos Bj + cos Yk, entdo

Dyf(x, y,2) = U -V f(x,y,2)

Também, a derivada direcional sera um maximo quando U estiver na direcdo
e sentido do gradiente e a derivada direcional maxima serd o médulo do gra-
diente.

AplicagOes do gradiente aparecem em Fisica, em problemas de condugdo do
calor e eletricidade. Suponha que w = f(x, », z). A superficie de nivel dessa
fungdo f para o valor constante k é dada por

fx,y,2) =k (6)

Se w for o nimero de graus da temperatura no ponto (x, y, z), entdo todos os
pontos na superficie dada pela equagio (6) terdo a mesma temperatura e k graus,
e a superficie serd chamada de superficie isotérmica. Se w for o nimero de volts
do potencial elétrico no ponto (x, y, z), entdo todos os pontos da superficie es-
tardo no mesmo potencial e a superficie serd chamada de superficie eqiiipoten-
cial. O vetor gradiente em um ponto da a dire¢do e o sentido de maior taxa de
variacdo de w. Assim, se a superficie de nivel da equagdo (6) for isotérmica,
V f(x, y, z) dard a diregdo e sentido da maior taxa de variagdo da temperatura em
(x, ¥, 2). Se (6) for a equagdo de uma superficie eqiiipotencial, entdo V f(x, y, 2)
dara a dire¢do e sentido da maior taxa de variagdo do potencial em (x, y, 2).

EXEMPLO 5 Se WV(x, y, 2) volts for o potencial elétrico num ponto (x, y, 2)
do espago tridimensional e

1

VX2 + y? 4+ 22

V(x, y,z) =
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ache: (a) a taxa de varia¢do de V no ponto (2, 2,
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—1), na dire¢do do vetor

2i — 3j + 6k, (b) a diregdo e sentido em que se d4 a maior taxa de variagdo

de Vem (2, 2,

Solucédo

=1).

(a) Um vetor unitdrio na dire¢do e sentido de 2i — 3j + 6k é
U=%—3+%k

Queremos encontrar DyV(2, 2, —1).

VV(x, y,z) =

Vix, y, 2)i +

Vi(x, y, 2)i + Vi(x, y, 2)k

-X -y -z

(x + y? +22)3/2

Entédo,
DyV(2,2,

k
(x + y? +22)3/2'l (x2 + y? + 22)32

—1)=U-VV(2,2, —1)

=G -3+ k) - (—Fi —&j +5k)
—185 + 185 + 189
89

~ 0,042

Assim sendo, em (2, 2, — 1) o potencial é crescente, a uma taxa de aproxi-
madamente 0,042 volt por unidade de varia¢do, na distdncia medida na di-
recdo e sentido de U

(b) VV(2,2, —1) = —&i — &j + 7sk.  Um vetor unit4rio na diregdo e sentido
de VV(2,2, —-1) ¢ '
vV, 2, -1 %1 &j + &k
Vv, 2, 1) P

Os co-senos diretores desse vetor so -2,

2
= —Hi-Z+k

—% e 4, 0 que d4 a diregdo

e sentido da maior taxa de variacdo de ¥V em (2, 2, —1).

EXERCICIOS 17.1

Nos Exercicios de 1 a 6, ache a derivada direcional da funcdo
dada na direcdo e sentido do vetor unitdrio U dado, usando a
Defini¢do 17.1.1 ou a Definicdo 17.1.4, e entdo verifique seu re-
sultado, aplicando o Teorema 17.1.2 ou 0 Teorema 17.1. 5 con-
forme o caso.

1. f(x, y) = 2x? + 5y%; U = cos 4ni + sen inj

2. g(x, y) = 3x* — 4y%;, U = cos ini + seninj

3. hix, y,2) =3x2 + y* — 4z% U—cos3m+cos~nj+cos3nk
4, f(x,y,z)=6x2—2xy+yz;U—7l+7j+6k

1
———-U—

5. g(x,y) = =5 i+
6'f(xv.V) +y21U_5‘—_.|
Nos Exercicios de 7 a 14, ache o gradiente da funcdo dada.
2 2 Xy
7. flx,y)=4x*—3xy+y 8. g(x,y)=x2+y2

9. g(x,y) = In /x? + y?
10. f(x,y) =€’ tg 2x
X—y
11. f(x, y,2) = ——
f(xy,2) oy

12. f(x,y,2) =3z In(x + y)
13. g(x, v, 2) = xe ¥ sec z
14. g(x, y, z) = e**(senx — cos y)

Nos Exercicios de 15 a 22, ache o valor da derivada direcional
no ponto P, para a fun¢cdo dada na diregdo e sentido de U.

15. f(x, y) = x> — 2xy? U = cos ni + sen nj; Py = (1, —2)
16. g(x, y) = 3x3y + 4y? — xy; U = cos ini + sen inj; P, = (0, 3)
17. g(x,y) = y?tg? x; U= — \/31+sz0—(3712)
18. f(x, y) = xe?; U = 4i + 1\/3j; P, = (2, 0)
19. h(x, y, z) = cos(xy) +sen(yz); U = —4i + %j + 2k;
Py =1(2,0,-3)
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1 1 1
20. fx, y,2)=In(x*+y* + 2 U= ~—i— —j— —k;
Jera =] VRN
Py =(1,3,2)
21. f(x, y) = e~ ** cos 3y; U = cos(—m)i +sen(—&m)j;
P0=(—_112_7[90) .

22. g(x, y, z) = cos 2x cos 3y senh 4z;

1 1
U=—i—— k; P, = (4%, 0,0)
V3 Ji f
Nos Exercicios de 23 a 26, ache (a) o gradiente de fem P e (b)
a taxa de variagcdo dos valores funcionais na direcio de U em P.

23. f(x, y) = x2 — 4y; P = (=2, 2); U = cos ni + sen inj

24, f(x,y)=e”"P (2 DU=4%4-3

25. f(x,y,2) = y* + 22 — 4xz; P—( 21,3 U=%-%+3%
26. f(x,y,2)=2x>+xp> + xz3, P=(1, 1, 1),

=421j — 3./7k

27. Para um mapa topografico mostrando as curvas de nivel da
funcdo do Exercicio 23, em 8, 4, 0, —4 ¢ —8. Mostre tam-
bém a representagdo de V.f(—2, 2), tendo seu ponto inicial
em (—2, 2).

28. Faga um mapa topogréfico mostrando as curvas de nivel da fun-
¢do do Exercicio 24, em e8, e4, 1, e ~* e e ~8. Mostre também a
representacdo de V f(2, 1), tendo seu ponto inicial em (2, 1).

Nos Exercicios de 29 a 32, ache Dy f no ponto P dado, onde U

—
€ o0 vetor unitdrio na direcdo e sentido PQ. Também em P achg
Dy, se U for um vetor unitdrio para o qual Dy f é um mdximo.

29. flx,y)=e"tg7' y; P(0, 1), Q(3, 5)

30. f(x, y) = e*cos y + ¢’sen x; P(1,0), (-3, 3)

31 f(x,y,2z) =x— 2y + 2% P(3, 1, —2), 0(10, 7, 4)
32 f(x,y,2) =x* + y* — 4xz; P(3, 1, —2), 0(—6, 3, 4)

33. Ache a diregdo e o sentido a partir do ponto (1, 3) para a qual

Yy

Ly -1 _Z
e¥tg -
34. A densidade € p(x, y) kg/m? em todos os pontos de uma pla-

ca retangular no plano xy e

os valores de f ndo mudam, sendo f(x, y) =

3s.

36.

37.

38.
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1

(a) Ache a taxa de variagdo da densidade no ponto (3, 2),
na diregdo e sentido do vetor unitario cos 27i + sen -$-7j.
(b) Ache a diregdo e sentido e o valor da maior taxa de va-
riagdo de p em (3, 2).

A temperatura é T(x, y) graus em qualquer ponto de uma
placa retangular situada no plano xy e T(x, y) = 3x® +
+ 2xy. A distdncia é medida em metros. (a) Ache a taxa de
variagdo méxima da temperatura no ponto (3, — 6) da pla-
ca. (b) Ache a diregdo e sentido em que a taxa de variagdo
¢ maxima em (3, —6).

A temperatura é 7(x, y, z) graus em qualquer ponto de um
s6lido no espago tridimensional, e

60

X+y*+22 43
A distdncia é medida em centimetros. (a) Ache a taxa de va-
riacdo da temperatura no ponto (3, — 2, 2), na diregio e sen-
tido do vetor —2i + 3j — 6k. (b) Ache a diregdo e sentido
e o valor maximo da taxa de variagdo de T em (3, -2, 2).
O potencial elétrico ¢ V{(x, y) volts em qualquer ponto do pla-
noxye V(x,y) = e~ cos 2y. A distancia é medida em me-
tros. (a) Ache a taxa de variacdo do potenc1al no ponto
(O, 47r), na direcdo do vetor unitario cos 77:1 + sen —nj
(b) Ache a diregdo e sentido e o valor da taxa de variagdo
méxima de ¥ em (0, +n).
A equagdo da superficie de uma montanha é

z = 1200 — 3x% — 2)?
onde a distincia ¢ medida em metros, o eixo x aponta para
o leste € o ¢ixo y para o norte. Uma alpinista estd no ponto
correspondente a (— 10, 5, 850). (a) Qual a direcdo onde a
subida é mais ingreme? (b) Se a alpinista se move na diregdo
leste, ela estd subindo ou descendo, e qual a sua taxa? (c)
Se a alpinista se move na diregdo sudoeste, ela estd subindo
ou descendo, ¢ qual a sua taxa? (d) Em que dlrecao ela esta-
ra sobre uma curva de nivel?

plx, y) =

T(x,y,2) =

17.2 PLANOS TANGENTES E  Seja S a superficie tendo a equagio

NORMAIS A SUPERFIClES F
(x, y,2)=0

1)

e suponha que Py(x,, Yo, Z,) seja um ponto de S. Entdo, F(x,, ¥,, Zo) = 0. Su-
ponha ainda que C seja uma curva em S que passa por P, e que um conjunto
de equagdes paramétricas de C seJa

x=f@)

¥y =40

z=h(p) )

onde o valor do pardmetro ¢ no ponto P, é f,. Uma equagdo vetorial de C é
R(t) = f(0)i + g(t)j + h(t)k
Como a curva C estd na superficie S, substituindo (2) em (1), temos

F(f(2), 9(®), h(8)) =0

)



