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Técnicas de Integracdo

Ja? + x%TeJx? — a®. As fragdes parciais sdo usadas para integrar fungdes ra-
cionais nas Secgdes 9.5 e 9.6. Mais substituigSes para avaliar integrais indefini-
das sdo dadas na Sec¢do 9.7. Os integrandos naquela sec¢do envolvem potén-
cias fraciondrias de uma varidvel ou sdo poténcias racionais do seno e do co-
seno. Na Secgdo Suplementar 9.8 as fungdes hiperbdlicas inversas sdo aplica-
das na integragdo para dar novas formas de resultados obtidos anteriormente
através de outros meétodos.

As vezes pode ser preferivel fazer uso de uma tabela de integrais, em vez
de efetuar uma integra¢do complicada. Uma pequena tabela de integrais pode
ser encontrada ao final deste volume e a Sec¢do A.1 no apéndice d4 instrugdes de
como usa-la, Algumas vezes € necessario empregar técnicas de integragao para
expressar o integrando na forma em que ele aparece na tabela. Assim sendo,
vocé devera adquirir a capacidade de reconhecer qual a técnica a ser empregada
numa dada integral. Além disso, ¢ importante desenvolver habilidades de cél-
culo em todos os ramos da Matematica e os exercicios deste capftulo sdo uma
boa oportunidade de treino. Por essas razdes aconselhamos o uso das tabelas
de integrais somente depois que vocé dominar a integracao.

Na pratica, ndo é sempre possivel calcular uma integral definida através do
calculo de uma integral indefinida. Isto €, podemos ter uma integral definida
que exista, mas o integrando nzo tem uma antiderivada que possa ser expressa
em termos das fung¢des elementares. Um exemplo de tal integral definida &

12
f e " dt
Q

Uma calculadora programdvel ou um computador utilizando os métodos nu-
méricos discutidos na Secg¢do 5.10 podem ser usados para aproximar o valor
dessa integral definida. Outro procedimento é dado no Exemplo 2 da Seccdo
13.3, onde uma série infinita é usada.

As férmulas de integracéo indefinida que foram dadas nos capitulos anterio-
res e que sdo usadas com maior freqiiéncia sdo dadas abaixo e foram numera-
das para referéncias posteriores.

1. fdu=u+c

2, fa du=au+ C onde g é uma constante qualquer

3 [/ + 9] du = [ f2) du + [ g(u) du
4, fu”du:::ll +C  n#t-1

d
5I3=mM+c
u
6. fa"du=iu—+c ondea > 0ea # 1
Ina
7. fe"du:e“-’rC
8. fsenudu = —¢cosu + C
9, fcosudu =senu + C
10. J'seczudu —tgu + C

11. Icosecz udu = —cotgu + C
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12. fsccutgud’u =secu + C
13. fcosec ucotg udu = —cosecu + C
14. ftgudu = In|sec u| + C

15. fcotgudu = In|sen u| + C

16. fsecudu = In|secu + tgu| + C

17. fcosec u du = Injcosec u — cotg u| + C

-

18. du = sen-! Lox € ondea > 0
J a} o u3 a

19. L=itg*‘~u~+c onde a # 0
J a* + u? a a
3 du 1 u

2. | ——=—sec!'— + C ondea > 0
J ujur — a? a a

21. fsenh wudu = coshu + C

22, _fcosh udu =senhu + C

23, J‘sechludu =tghu + C

24, fcosechz udu = —cotghu + C

25. fsech utghudu = —sechu + C

26. _fcosech ucotgh udu = —cosechu + C

9.1

INTEGRACAO POR PARTES

Da formula da derivada do produto de duas fung¢des obtemos um método de
integracdo muito util chamado integracdo por partes. Se f e g forem fungoes
diferencidveis, entdo

D.[/(x)g(x)] = f(x)g'(x) + g(x) f(x)
< f(x)g'(x) = D[ [(x)g(x)] — 9(x}f"(x)

Integrando ambos os membros, iremos obter

{16990 dx = [ D,Lf(x)g(x)] dx — [g(x)C0) dx

[f09°00 dx = f900) ~ [ g0as 0o ax-. ‘ )

Chamaremos (1) de férmula de integra¢do por partes. Para propdsitos de cal-
culo existe uma maneira mais conveniente de escrever essa formula, tomando

u=flx) e v=gx)
Entao
du=f(x)dx e dv=g(x)dx
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assim sendo, (1) torna-se

5udv=uv—£vda 2

Essa férmula expressa a integral g u# dv em termos de uma outra integral,
5 v du. Escolhendo adequadamente u e dv, pode ser mais fécil calcular a

segunda integral do que a primeira. Quando escolhemos as substitui¢des para
u ¢ dv, em geral pretendemos que dv seja o fator do integrando mais complica-
do que se possa integrar diretamente, e que & seja uma funcido cuja derivada
seja uma fungdo mais simples. A seguir estdo exemplos e ilustracdes mostrando
o método.

» ILUSTRACAO 1 Queremos calcular

fxlnxdx

Para determinar quais as substitui¢des para v e dv, devemos ter em mente
que para encontrar v precisamos saber integrar dv. Isso sugere que dv = x dx
e u = In x. Entao, '

x? dx

v=—=-+C;, e du=—
2 x

Da férmula (2)

x* o dx
fxlnxdx=]nx(?+Cl)—f(?ﬁrC,)—;

%2 - 1 dx
=—2—]n.r+Cllnx—-§J~xdx—-C, %

2 : 2
=£2~~]nx+(31 lnx—%—C, Inx + C,
=ix?lnx—-3x2+C, 4

Na llustracdo 1, observe que a primeira constante de integracdo C, ndo apa-
rece na resposta final. C, foi usada somente para mostrar que todas as escolhas

de v da forma 4 x? + C, produzem o mesmo resultado para g x In x dx.

Essa situagdo vale em geral e provamos isso da seguinte forma: escrevendo
v + C, na férmula (2), teremos

§udv u@v + C) - 5(v+C,)du

uv+Clu—£vdu—CI§du

w + Cu - Evdu-Cl_u

n

uv — .[vdu

Assim sendo, é desnecessdario escrever C, quando calcularmos v a partir de
dv.
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» ILUSTRAGAO 2 A resposta na Ilustracdo 1 pode ser escrita como
IXx¥(nx -3+ C '

Verificamos esse resultado calculando a derivada de um. produto.

D,[%xz(ln X — 1}] = % x’(%) + x(ln X — %)
=4x+xlnx—4x
=sxhix = <
» ILUSTRACAO 3 Para calcular
J‘x:’e”2 dx
usamos integragdo por partes com dv = xe*’ dx e u = x2. Entdo
v=1%e" e du=2xdx
Da férmula (2)
[x% dx = x*e™) — [(he)2x dx
= ix2e* J‘x«e"2 dx

=%x2ex3__ziexz+c 4

EXEMPLO 1 Calcule

_[x cos x dx

‘Solucédo Seja u = xe dv = cos x dx. Entdo
du = dxev = senx
Assim

Excosxdx

It

xsen x — gsenxdx

xsenx + cosx + C

P ILUSTRACAD4 No Exemplo 1, se em vez de nossas escolhas de u ¢ dv con-
forme esta acima, tivéssemos tomado

u=cosx e dv=xdx
entdo
du = -senxdx e v = 3x?

Assim

x?
fxcosxdx=vé~cosx+i x* sen x dx

A integral do segundo membro € mais complicada do que a que tinhamos inicial-
mente, indicando assim que as escolhas feitas para u e dv ndo sdo boas. <«
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Pode acontecer que determinada integral exija repetidas aplicagdes da inte-
gracdo por partes. Isso estd ilustrado no exemplo abaixo.

EXEMPLO 2 Calcule
fxze’ dx

Solucao Seja u = x? e dv = e* dx. Entio

du=2xdx e v=¢
Temos, entdo,

fxzex dx = x%e* — 2 fxe" dx
Vamos aplicar a integragdo por partes ao segundo membro. Seja ¥ = x e
dv = e* dx. Entéo,

di=dx e v=¢"
Obtemos assim

fxe" dx = xe* — fe" dx

= xe* —e* + C

Logo

sze‘ dx = x%¢* — 2(xe* — &* + C)

= x%¢* — 2xe* + 2¢* + C onde C = —2C

A integragdo por partes é freqiientemente usada quando o integrando envol-
ve logaritmos, fungSes trigonométricas inversas e produtos de fungdes.

EXEMPLO 3 Calcule

S tg~! x dx

Solugao Sejau = tg-! x e dv = dx. Entdo
du = 1 j_xxz V=X

Assim
ftg" xdx=xtg ! x -~ j 1x+d§2

=xtg ' x—4%In(l +x)+ C

Uma situac@o que ocorre as vezes quando estamos usando integragcdo por par-
tes ¢ mostrada no Exemplo 4.



9.1 Integragéo por Partes 535

EXEMPLO 4 Calcule

5 e* sen x dx

Solugdo Seja 4 = e* e dv = sen x dx. Entdo
du=e*dx e v= —cosx
Logo,

fe“ sen.x dx = —e*cos x + J.e‘ cos x dx

A integral do segundo membro é semelhante a primeira integral, exceto que em
vez de sen x temos cos x. Aplicamos a integragdo por partes novamente, sendo
u = e*¢ dv = cos x dx. Entdo,

du = e*dx e v = senx
Assim,

ge‘senxa’x = —e*cos x + (e’senx — Se‘senxdx)

Agora temos no segundo membro a mesma integral que no primeiro. Assim,
se somarmos j e* sen x dx a ambos os membros da igualdade, teremos

2 S e*sen x dx = —e*cos x + e*senx + 2C
Observe que 0 segundo membro da igualdade acima tem uma constante arbi-
traria, pois no primeiro membro temos uma integral indefinida. Essa constante
arbitraria foi escrita como 2C; assim, quando dividirmos por 2 os membros da

igualdade, a constante arbitraria na resposta sera C. Assim, temos

Sexsenxdx = Je*(sen x — cos x) + C

Ao aplicarmos a integragdo por partes em uma dada integral, um determina-
do par de escolhas para u e dv pode funcionar, enquanto que outro par pode
falhar. Vimos isso na Ilustragdo 4 € um outro caso ocorre na Ilustragéo 5.

P ILUSTRACAO 5 No Exemplo 4, na etapa em que tinhamos
gexsenxdx = —e*cosx + Se"cosxdx
se calcularmos a integral a direita tomando # = cos x e dv = e* dx, temos

du = —senxdx e Vv = e*

Assim, iremos obter

Se*senxdx —e*cos x + (e*cosx + Se‘senxdx)

5e*senxdx <



536 Técnicas de Integragio

Nos Exercicios 53 e 54 serd pedido que vocg derive as seguintes férmulas,
onde # e 7 sao nimeros reais ndo-nulos.

j e% sen nu du

j e cos nu du =

eaﬂ

B ok (@asen nu — ncos nu) + C (3j
eall
Ty (@cosnu + nsennu) + C 4)

Integrais da forma daquelas em (3) e (4) sdo freqiientes em problemas envol-
vendo circuitos elétricos como nos Exercicios 55-57, pertencentes a Sec¢do Su-

plementar 7.8.

EXERCICIOS 9.1

Nos Exercicios de I a 24, calcule a integral indefinida.

1. fxe” dx 2. fx cos 2x dx
3.Ixsecxtgxdx 4, fxB‘dx

5. fln xdx 6. fsen" w dw
i f(ln x)? dx 8. jx sec? x dx
9. [xtg=t xax 10. [x? In x dx

xe*
— 2
11. j xt 1) dx 12. fx sen 3x dx

13. fscn x In(cos x) dx 14. fsen(ln x) dx

15. fe’ cos x dx 16. fx’ e dx
x3 dx J‘ sen2x
i O P 18. dx
1 =x? &
’ 2x
19. J‘ x2 senh x dx 20. J. T
1—¢

=1
cotg™ 'z, 2. fcos™" 2xdx
o

23. _rcos Jx dx 24, J‘tg" Jx dx

Nos Exercicios de 25 a 34, calcule a integral definida.
25. [} x*3dx

27. f:” sen 3x cos x dx
29. f: xe?* dx

31. f;‘m e sen 4x dx

33 f: sec™ !/t dt

21.

26. jfl In(x + 2) dx
28. [ cos \2x dx
30. J.jn 2% cos 2z dz
32. J: x sen~! x dx

3aj4
34, j'm X cotg x cosec x dx

35. Ache a édrea da regido limitada pela curva y = In x, pelo eixo

x e pelaretax = e?,

36. Ache o volume do sdlido gerado pela rotagdo da regido do

Exercicio 35 em torno do eixo x.
37. Ache o volume do sélido gerado pela rotagdo da regido do
Exercicio 35 em torno do eixo y.

38. Ache a 4rea da regido limitada pela curva y = x cosec? x,
pelo eixo x e pelas retas x = +r e x = +x.

39, Ache a drea da regido limitada pela curva y = 2xe ~*2, pe-.
lo eixo x e pela reta x = 4.

40. Ache o volume do sélido gerado pela rotagcdo em torno do
eixo x da regido do Exercicio 39.

41. A densidade linear de uma barra num ponto a x m de um
extremo € 2e ~* kg/m. Se a barra tiver 6 m de comprimen-
to, ache a massa ¢ o centro de massa da barra.

42. Ache o centréide da regido limitada pela curva y = e, pe-
los eixos coordenados e pela reta x = 3.

43. Ache o centroéide da regido no primeiro quadrante, limitada
pelas curvas y = sen x, ¥ = cos x ¢ pelo eixo y.

44. A regido no primeiro quadrante, limitada pela curva y =
= cos x e pelas retas y = 1 e x = &, gira em torno da
da reta x = 7. Ache o volume do sélido gerado.

45. Um tanque cheio de 4gua tem a forma de um sélido de revolu-
¢do formado quando a regido limitada pela curva y = e~%,
pelos eixos coordenados € pela reta x = 4 gira em torno do
eixo x. Ache o trabalho realizado ao bombear toda a dgua
para a borda do tanque. A distincia é medida em metros.
Tome o eixo x vertical e orientado para baixo.

46. Uma particula move-se ao longo de uma reta sendo a distan-

cia da particula a partir da origem em ¢ s igual a s m. Se

vm/s for a velocidadeem ¢s,5 = Oquandof = 0,ev-s =

= 7 sen 1, ache s em termos de 7 e também s quando t = .

A fungio custo marginal é C’ e C'(x¥) = In x, ondex > 1.

Ache a fun¢do custo total se C(x) for o custo total da produ-

¢20 de x unidades e C(1) = 5.

48. Um fabricante descobriu que se 100x unidades de uma mer-
cadoria forem produzidas por semana, o custo marginal se-
ré determinado por x2*/2, e o rendimento marginal serd de-
terminado por 8 - 2 -2, onde o custo de produgio e o ren-
dimento sdo em milhares. Se os custos fixados semanalmen-
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