5.2 Algumas Técnicas de Antidiferenciaciio

40. Uma equacgdo da reta tangente a curva no ponto (1, 3) é
d?y
dx?

¥ = x + 2. Se em qualquer ponto (x, ¥) da curva

" = 6x, ache uma equacdo da curva. Veja a sugestio para o
-Exercicio 39.

d?y
dxz
e uma equacio da reta tangente i curva no ponto (1, 1) é
» = 2 — x. Ache uma equacédo da curva. Veja a sugestdo
dada no Exercicio 39.

= =gt

41. Em qualquer ponto (x, ¥) de uma curva,

d3y

dx?
e (1, 3) é um ponto de inflexdo no qual a inclinagdo da tan-
gente de inflexdo é —2. Ache uma equacio da curva.

43. A fungio custo marginal é dada por C’(x) = 3x? + 8x + 4,
€ o custo geral ¢ $ 6. Ache a funcdo custo total.

44. Uma empresa determinou que a fun¢fo custo marginal
para a produgdo de certa mercadoria é dada por C’'(x) =
= 125 + 10x + 4x?, onde C(x) é o custo total da pro-
dugdo de x unidades da mercadoria. Se o custo geral for de
$ 250, qual serd o custo da producdo de 15 unidades?

45. A funcdo custo marginal € definida por C’ (x) = 6x, onde
C(x) é o numero de centenas de unidades monetarias no custo
total de x centenas de unidades de certa mercadoria. Se o custo
de 200 unidades for $ 2000, ache (a) a fungdo custo total e
(b) o custo geral.

46. A funcdo rendimento marginal para uma certa mercadoria

€ R"(x) = 12 — 3x. Se xunidades forem demandadas quan-

do p unidades monetdrias for o preco unitdrio, ache (a) a fun-

‘¢do rendimento total e (b) uma equagfio envolvendo p e x

(a2 equacdo de demanda).

47. Para um determinado artigo, a func¢do rendimento marginal

. € dada por R’ (x) = 15 — 4x, Se x unidades forem deman-
dadas quando p unidades monetdrias for o pre¢o por unida-
de, ache (a) a fungdo rendimento total e (b) uma equagio
envolvendo p e x (a equacgdo de demanda).

48. A eficiéncia de um operario é dada por uma porcentagem.
Por exemplo, se a eficiéncia do trabalhador num dado inter-
valo de tempo for de 70%, entéo ele estd trabalhando com
70% de todo o seu potencial. Suponha que E% seja a sua
eficiércia ¢ horas ap6és comegar a trabalhar e que a taxa se-

- gundo a qual E estd variando € (35 — 85)%, a cada hora.

42. Em qualquer ponto (x, y) de uma curva,
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Se a eficiéncia apds 3 h de trabalho for de 81%, ache a sua
eficiéncia apés trabalhar (a) 4 h e (b) 8 h.

O volume de dgua num tanque é ¥ m? quando a profundi-
dade da 4gua é i m. Se a taxa de variagio de V" em relagio
a hfor m(4h? + 12h + 9), ache o volume de dgua no tan-
que quando a profundidade for de 3 m.

. Um colecionador de arte comprou uma pintura por § 1.000 de

um artista cujos trabalhos aumentam de valor em relagio ao
tempo, de acordo com a férmula % = 5832 4+ 10¢ + 50,
onde V ¢ o valor estimado de uma pintura 7 anos apés sua

compra. Se essa férmula for valida pelos préximos 6 anos,

- qual o valor previsto para a pintura daqui a quatro anos?

51,

52.

53.

54.

Seja f(x) = 1 para todo x em (-1, 1) e seja

—1 s¢e —1<x<0
1 se 0<x<1

g.(x}={

Entdo f*(x) = 0 para todo xem (-1, 1) ¢ g'(x) = 0, onde
quer que exista g’ em (— 1, 1). Mas, f(x) # g(x) + K para
xem (-1, 1). Por que o Teorema 5.1.2 ndo é vilido?
Seja

~1 se x<0
fx)= 0 se x=0
1 se 0<x

e F(x) = |x|. Mostre que F’ (x) = f{x) se x # 0. Fé uma
antiderivada de f em (-, +x)? Explique.
Seja f(x) = |x| e F definida por

Fx) —4x? se x<0
x) =
ix? se 0gx

Mostre que F € uma antiderivada de fem (—o0, + o).
Seja
U(x}={0 se x<0
1 se 0<x

Mostre que U ndo tem uma antiderivada em (— o, + o).
(Sugestdo: suponha que U tenha uma antiderivada F em
(=00, + ) e uma contradigdo sera obtida se mostrarmos,
entdo, que pelo teorema do valor médio existe um nimero
k, talque F(x) = x + ksex > 0e F(x) = ksex < 0.}

5.2 ALGUMAS TECNICAS DE Muitas antiderivadas ndo podem ser encontradas diretamente com a aplicagéo
ANTIDIFERENCIAGAQ  dos teoremas da Secgio 5.1. E entdo, faz-se necessario aprender certas técnicas
que podem ser usadas no calculo de tais antiderivadas. Nesta secgdo discutire-
mos técnicas que requerem a regra da cadeia para a antidiferenciacdo e aquelas
que envolvem uma mudanga de varidvel.

» ILUSTRACAO 1 Para diferenciar (1 +.x?' aplicamos a regra da cadeia
para a diferenciagdo e obtemos

D.[5(1 + x%)'°) = (1 + x})°(2x)
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5.2.1 TEOREMA
A Regra da Cadeia
para a
Antidiferenciagdo

5.2.2 TEOREMA

Integracéo e a Integral Definida

Suponha que desejamos antidiferenciar (1 + x?)°(2x). Entdo, precisamos cal-
cular

J' (1 + x3)°(2x dx) 1)
Para chegarmos a um procedimento que possa ser usado em tal situacdo, seja

g(x) =1+ x? g'(x)dx = 2x dx )
Entdo, (1) pode ser escrito como

J[aP°[g'e) dx] ()
Do Teorema 5.1.8,

fu"du:—}gum-i-c )

Observe que (3) é da mesma forma que o p;imeiro membro de (4). Assim,
J 199l ) dx] = F5[g]*° + €

e com g(x) € g’ (x) dx dados em (2), temos
f(l + x2)°(2x dx) = &(1 + x)'° 4+ C -
A justificativa do procedimento usado para obter o resultado da Ilustracéo

1 é dada pelo teorema a seguir, que € an4logo a regra da cadeia para diferencia-
¢do, sendo chamado de regra da cadeia para antidiferenciacio.

Seja g uma fungdo diferencidvel e seja o intervalo I a imagem de g. Suponha
que fseja uma funcdo definida em 7 ¢ que F seja uma antiderivada de fem 1.
Entéo, } :

| feente' ) axt = Fae + € :

Prova Por hipétese,

F'(g(x)) = f(g(x)) (5
Pela regra da cadeia para diferenciagio,

D.[F(g(x))] = Fig(x))[g'(x)]

Substituindo (5) nessa equagdo, obtemos
D.[F(g(x))] = flg(x))[g'(x)]
Da qual segue que
[ 1aeg' dx] = Fige) + €
que é 0 que queriamos provar, | |

Como um caso particular do Teorema 5.2.1, a partir do Teorema 5.1.8, te-
mos a férmula da poténcia generalizada para antiderivadas, que enunciaremos
a seguir.

Se g for uma fungdo diferencidvel e se n for um nimero racional,

| le0rle’ ) ax = -—%9—‘);]—-;—’ +C  n# -1
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EXEMPLO 1 Calcule

fﬁm dx

Solugdo  Para aplicar o Teorema 5.2.2, escrevemos primeiro
[Vax+aax = [(3x + 4 dx

Observamos que, se
g(x) = 3x + 4 entdo g'(x)dx = 3 dx (6)

Logo, precisamos de um fator de 3 que acompanhe dx para dar g’(x) dx. Assim
sendo, escrevemos

f(sx +4)12 dx = f Gx + 4)'24(3 dx)
=1 [(x + 423 ax)

Do Teorema 5.2.2, com g(x) e g’(x) dx dados por (6), temos

I 1 (3x + 4P
= {(3x + 4923 dx) = - - — +C
5l B3

=33x+ 42+ C

EXEMPLO 2 Ache

fx"{S + 2x*® dx
Solugdo Observe que, se

glx) =5 + 2x> entdo g'(x)dx = 6x* dx ) (M
Como |

[ + 207 dx = [(5 + 2x%P(x? dx)

precisamos de um fator 6 que acompanhe x? dx para obter g'(x) dx. Assim,
€SCrevemaos °

sz(S +2x%)8 dx = 1 f (5 + 2x3)8(6x2 dx)

Aplicando o Teorema 5.2.2 com g(x) e g’(x) dx dado em (7), obtemos
1 (5+2x%°
9
5+2x*»°+C

I

%f(s + 2x%)46x2 dx) = +C

|>-n°\

ry

5

A regra da cadeia para a antidiferencia¢do (Teorema 5.2.1) é

[ £ee)g') dx] = Flg(x)) + €

onde F é uma antiderivada de f. Se nessa férmula f for a fungédo co-seno, entdo
F serd a fungdo seno e teremos

_[cos{g(x) )g'(x) dx] = sen(@(x)) + C ' ®)

Vamos usar essa formula no préximo exemplo.
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Integragéio e a Integral Definida

EXEMPLO 3 Calcule

fx cos x2 dx
Solugéo Se

g(x) = x?* entdo ¢'(x) dx = 2x dx 9
Como

fx cos x? dx = f(cos x?)(x dx)

precisamos de um fator de 2 acompanhando x dx para obter g’(x) dx. Assim,
€SCrevemos

fx cos x?dx =14 f(cos x?)(2x dx)
Aplicando (8) com g(x) e ¢'(x) dx dados por (9), iremos obter

-‘if(cos x*)(2x dx) = sen x> + C

Os detalhes das solug&es dos Exemplos 1, 2 e 3 podem ser simplificados, ndo
estabelecendo especificamente g(x) e g’ (x) dx. A solu¢dao do Exemplo 1, entdo,
toma a seguinte forma:

[Vax+dax= % j{Bx + 823 dx)
1 (3x + 42
8 b

2

+C

=33x+ 4 +C
A solu¢do do Exemplo 2 pode ser obtida por
fo(s + 2%%)8 dx = é J‘ (5 + 2x*)8(6x2 dx)

_1 5+
6 9

=#%6+2x°° +C

+C

e a solugdo do Exemplo 3 pode ser simplificada da seguinte forma;

J‘x cosxZdx =1 f(cos x?)(2x dx)

=5sen x? + C

EXEMPLO 4 Calcule

4x? dx
(1 —8x3)*
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Solugédo Como d(1 — 8x% = — 24x? dx, escrevemos

2
j h_“f_g%z =4 (1 - 8x)~4(x? dx)

= 4(—2%‘) J{l — 8x%)74(—24x? dx)

1a-8)7
6 iy
2t __ic
T18(1 — 8x3)?

+€

Os resultados de cada um dos exemplos acima podem ser verificados através
do cdlculo da derivada da resposta.

» ILUSTRACAO 2 No Exemplo 2 tinhamos
_[x2(5 + 2% dx = (5 + 2x3° + C
Verificando por diferenciagdo, obtemos

D[35(5 + 2x°)°] = ¢ - 9(5 + 2x*)*(6x?)
= x3(5 + 2x%)8 ) <

Algumas vezes € possivel calcular uma antiderivada apds efetuarmos a mu-
danca de uma varidvel, conforme mostra o exemplo a seguir.

EXEMPLO 5 Calcule
fxz J1 # xdx
Solugdo Seja
u=1+x du = dx x=u—1

Temos
fxz VI +xdx = ~f(r.e — 1)%u'’? du
= j(uz — 2u + 1)u'? du

= jum du—2 fu:”z du + fu”z du

72 52 3/2

u’ u u
=—g—=2 =+ +C
2 2 2

=214+ -21+x°2+31+xP?+C

» ILUSTRACAO3 Um método alternativo para a solugido do Exemplo 5 é tomar
v=+1+x v=1+x

x=v? -1 dx = 2vdv
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O cdlculo, entdo, é feito da seguinte forma:

j'x2 JT+xdx= f(v? —1)? v- v dy)
=2 [vodv—4 [v*dv+2 [v? o
=" -9+’ +C
=7
Verificando por diferenciagdo, obtemos

DAL + x)2 —$(1 + 0% + 3(1 + x]
=1+ = 2(1 + 0¥ + (1 + x)'2
= (1 + x)"?[(1 + x)? — 2(1 + x) + 1]
=(1+x)"2 1 +2x+x2—2—-2x+1]

=x%/1 + x

1+ -2+ %" +31 + x>+ C

EXEMPLO 6 Calcule
J‘ se:x/_\{; dx
x

Solugdo Seja

dx

u=\/; du=2\1/£

Logo..
&\/;;/; =2 |seny/x (ﬁ dx)

=2 J‘sen.u du

=—2cosu+C
= —2cos/x +C

EXEMPLO 7 Calcule

_[Senxﬁ,:‘l —cos x dx

Solugdo Seja
u=1-—cosx du = sen x dx
Assim,
J.senx\!l —cos x dx = fu”z du

e

=23(1-cosxpP? +C




