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é uma fun¢do de produg¢do. Trace o mapa de contorno de

Calculo Diferencial de Fungdes de Mais de Uma Varidvel

Nos Exercicios 53 e 54, faca esbogos das superficies de nivel da

f mostrando as curvas de produgédo constantes para z igual funcdo f nos niimeros dados.

a 30, 24, 18, 12 ¢ 6.

52. A temperatua f em um ponto (x, y) de uma placa de metal
plana é dada por #(x, y) = 4x% + 2y2. Trace as isotermas

detem 12,8,4,1¢0.

53.f(x,¥,2) = x* + y2 — 4zem 8,4,0, —4 ¢ —8.
54. f(x, y,2) = x2 + 2 + z?em 9,4, 1 € 0.

16.2  LIMITES DE FUNGOES
DE MAIS DE
UMA VARIAVEL

16.2.1 DEFINICAO

16.2.2 DEFINICAO

16.2.3 DEFINICAO

b AY

Em R, a distincia entre dois pontos é o valor absoluto da diferenga entre dois
ndmeros reais. Isto é, |x — a| € a distancia entre os pontos x ¢ a. Em R?, a
distancia entre os pontos P(x, y) € Py(xy, yo) € dada por /(x — xo)* + (v — ¥o)*
Em R3, a distancia entre dois pontos P(x, y, 2) € Py(xo, Vo 20) € dada por
VO — x + (0 — ¥ + (z — z)>. Em R", a distincia entre dois pontos é
definida analogamente.

Se P(x,, x,,..., X,) e A(a,, a,,..., a,) forem dois pontos em R”, entdo a distan-
cia entre P e A, denotada por |P — A|, sera dada por '

IP— A] = Vx, — a) + (5, — @) + ...

+ (Xn - a")Z

O simbolo |P — A| representa um nimero nao-negativo, sendo lido como
‘‘a distdncia entre P e A”’. :
Em R, R? e R3, a férmula da Defini¢cdo 16.2.1 torna-se, respectivamente

|Ix — af| = |x — af
”(X, y) — (xo, YO)“ = \/(x - xo)2 +(y— yo)2
”(X, ¥» 2) = (X0, Yo» Zo)” = \/(x - xo)2 +(y— YO)Z +(z — 20)2

Se A for um ponto em R” e r for urn nimero positivo, entdo a bola aberta
B(A; r) sera definida como o conjunto de todos os pontos P em R”, tais que
|P - A| < r. :

Se A for um ponto em R” e r for um numero positivo, entido a bola fechada
B{A; r] sera definida como o conjunto de todos os pontos P em R", tais que
|P— A <r '
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bola aberta B((xy, ¥o); 7) em R2
FIGURA 3

Para ilustrar essas defini¢des, vamos mostrar o seu significado em R, R e
R3, Primeiro, se a for um ponto em R, entdo a bola aberta B(a; r) sera o con-
junto de todos os pontos x em R, tais que

|x —a| < r

O conjunto de todos os pontos x satisfazendo essa desigualdade é o conjunto
de todos os pontos no intervalo aberto (@ — r, @ + r); assim, a bola aberta B(a; r)
em R (veja a Figura 1) é simplesmente um intervalo aberto, tendo seu ponto
médio em g e extremos ema — re a + r. A bola fechada Bla; r] em R (Figura
2) é o intervalo fechado [@a — r, a + r].

Se (x,, ¥,) for um ponto em R?, entdo a bola aberta B((xy, ¥); r) serd o con-
junto de todos os pohtos (x, y) em R?, tais que

\/(x =X+ (y —yo)? <r

Assim, a bola aberta B((x,, ¥,); r) em R2 (Figura 3) consiste em todos os pon-
tos no interior da regido limitada pela circunferéncia tendo seu centro em
(xq, ¥o) € raio r. Uma bola aberta em R? é algumas vezes chamada de disco
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aberto. A bola fechada ou disco fechado B[(x,, ¥,); 7] em R? (Figura 4) é o con-
junto de todos os pontos na bola aberta B((x,, ¥,); 7) € sobre a circunferéncia,
tendo seu centro em (x;, y,) € raio r.

Se (x,, Yo, Zo) for um ponto em R?3, entdo a bola aberta B{(x,, Yo, 20); r) serd
o conjunto de todos os pontos (x, y, Z) em R3, tais que

Vi = %0 +(y — yo)* + (z — zo)* <7

Portanto, a bola aberta em B((x,, ¥, 2); r) em R3 (Figura 5), consiste em to-
dos os pontos no interior da regido limitada pela esfera, tendo seu centro em
(X0» Vo Zo) € raio r. Analogamente, a bola fechada B[(x,, yo, 20); 7] em R? (Fi-
gura 6) consiste em todos os pontos na bola aberta B((xy, ¥y, 2o); I) € sobre a
esfera tendo seu centro em (x,, ¥,, Z,) € raio r.

Estamos agora em condig¢des de definir o limite de uma fungdo de n varidveis.

Seja f uma funcgdo de n variaveis que estd definida numa bola aberta B(A; r),
exceto possivelmente no préprio ponto A. Entdo, o limite de f(P) quando P
tende a 4 é L, e escrevemos

lim iP) = L

P-A
se para todo ¢ > 0, por menor que seja, existir um § > 0 tal que
se 0 <|P — A| < Sentdo [f(P) ~ L| < ¢

Se f for uma fungdo de uma variavel e se na defini¢do acima 4 = aem R
e P = x, entdo a defini¢do afirma que: se f for definida em algum intervalo
aberto com centro em a, exceto possiveimente no préprio a,

lim f(x) =L

xX—ra
se para qualquer ¢ > 0, por menor que seja, existir um & > 0 tal que
se 0<|x—al<é entdo |f(x)—L|<e

Assim sendo, a Defini¢do 2.1.1 de limite de uma fun¢do de uma variavel ¢ um
caso particular da Defini¢do 16.2.4.

Vamos estabelecer agora a definigdo de limite de uma fungéo de duas varid-
veis. Ela é o caso particular da Defini¢do 16.2.4, onde A é o ponto (xy, Y,) €
P é o ponto (x, ). '

Seja f uma funcdo de duas varidveis que estd definida em algum disco aberto
B(x,, ¥p); ), exceto possivelmente no proprio ponto (x,, ¥o). Entdo, o limite de
f(x, y) quando (x, y) tende a (x,, y,) € L, ¢ escrevemos

lim fix,y) = L

x, ) - (xg, Y0)
se para todo € > 0, por menor que seja, existir um & > 0 tal que
se0 < J(x — X + (7 — y) < Sentdo |fix,y) — L| < e

Em outros termos, a Defini¢do 16.2.5 estabelece que os valores funcionais
f(x, y) tendem a um limite L quando o ponto (x, y) tende ao ponto (xo, ¥o), s€
o valor absoluto da diferenca entre f(x, y) e L puder se tornar arbitrariamente
pequeno, tomando o ponto (x, y) suficientemente proximo de (x,, o), mas nao
igual a (x,, y,). Na definicdo, nada hd sobre o valor da fun¢do no ponto
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(xp, Yo-f(xq, yo))

X

FIGURA 7

(xOI Yo 0)

Célculo Diferencial de Fungdes de Mais de Uma Varidve!

(%o, ¥o); isto €, ndo é necessdrio que a fungdo esteja definida em (x,, y,) para
existir lim  Alx, »).
(x, ¥} - (xg, y0)

Uma interpretagio geométrica da Defini¢do 16.2.5 est4 ilustrada na Figura 7.
Nela € mostrada a parte da superficie definida por z = f(x, y) que fica sobre
o disco aberto B((x,, ¥,); 8)). Vemos que f(x, ¥) no eixo z ficar4 entre L — ¢
e L + ¢, enquanto o ponto (x, y) no plano xy estiver no disco aberto B((X,, ,); 6),
ou seja, o valor de f(x, ») no eixo z pode ser mantido entre L — ee L + «
desde que o ponto (x, y) no plano xy seja restrito ao disco aberto B((x,, ¥,); 8).*

» ILUSTRACAO 1 Vamos aplicar a Defini¢do 16.2.5 para provar que
lim (2x + 3y) = 11

(x.9)=(1.3)

O primeiro requisito da definicdo é que 2x + 3y deve estar definida em al-
gum disco aberto tendo seu centro no ponto (1, 3), com excluséo, talvez, do
proprio ponto (1, 3). Como 2x + 3y est4 definida para todos os pontos (x, y),
qualquer disco aberto com seu centro em (1, 3) ird satisfazer esse requisito. Ago-
ra, devemos mostrar que para todo ¢ > 0 existe um § > 0 tal que

se 0<(x—1)2+(y—32 <3 entio |2x+3y)— 11| <e (1)

Da desigualdade do tridngulo,
[2x + 3y — 1] =]2x — 2 + 3y — 9|
<2x — 1| + 3]y -3
Como
=<V =12+ =37 e |y=3<Jx—1)7+(y-3)
segue que
se 0<lx—1)>+(y—3)?<d entdo 2x — 1] + 3|y — 3| <26 + 35

Essa afirmativa indica que uma escolha adequada para & é 56 = e, isto ¢,
8 = +e. Com esse § temos o seguinte argumento:

O<Jx—1)+(y—37%<s$
= |x—1<é e |y-3<é
= 2x—1|+3y—3| <5
= [2(x — 1)+ 3(y — 3)| < 5(e)

= Rx +3y— 11| <e

Demonstramos que para todo ¢ > 0, escolhendo § = ~+e, a afirmativa (1) ¢

verdadeira. Isto prova que lim 2x + 3y) = 11. |
o) -, 3)

EXEMPLO 1 Use a Definigdo 16.2.5 para provar que
lim (BxZ+y)=5

(x.3)=11.2)
Solucdo Como 3x? + y estd definida em todo ponto (x, y), qualquer dis-
co aberto tendo seu centro em (1, 2) ird satisfazer o primeiro requisito da Defi-

* N. do T.: A existéncia do limite da fung¢do f(x, y) no ponto (xg, Yo) ndo depende da forma pela

qual (x, y) aproxima-se de (x;, yo). Observe que existe uma infinidade de maneiras para
(x, ») aproximar-se de (xg, yo)-
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ni¢do 16.2.5. Precisamos mostrar que para todo ¢ > 0 existe um 6 > 0 tal que
se 0<(x—1)2+(y—2)?> <4 entdo [3x2+))— 5| <e )

Da desigualdade do tridngulo,

Bx*+y—5=3x*-3+y—2
<3x2 =1+ |y—2

Assim,

|3x2+y—5|<3|x;1||x+1|+|y—2| 3)
Como

k—<sVx-10*+(-2" e -2<Jx~-D)+(-2’
segue que

se 0<(x—1)2+(y—22<05 entdo |x—1/<é e |y—2/<d

Observe que no segundo membro de (3), além das expressdes |[x — 1| e |y — 2],
temos a expressdo |x + 1|. Assim, para provar (2) queremos colocar uma res-
tricdo em & que ir4 nos dar uma desigualdade envolvendo |x + 1|. Para isso
escolhemos o raio do disco aberto requerido pela Definigdo 16.2.5 menos ou

igual a 1. Entdo, ‘

0<Jx—12+(y—2%<é6 e 61

= x -1 <1
= —-1l<x-1x<1
= l<x+1<3
= |x+1|<3
1§gora

x—-1<dé e [|x+1<3 e |y—2/<$é
=  3x—1x+1+|y—-2/<3:6-3+6
Como nossa meta € ter 3|x — 1||x + 1| + |y — 2| < ¢ devemos exigir
106 < ¢, isto é, 8§ < fe. Isso significa que devemos colocar duas restrigdes

em 8: 8 < 1 e8 < fe. Para que ambas as restricdes estejam satisfeitas, toma-
mos § = min(l, 15¢). Com esse § temos o seguinte argumento:

0<Jx—12+(y—22<d6 e &=nmin(l, e

= Ix—1<fhe e |x—1<1 e |y—2 <ige
= |x—1<fe e |x+1<3 e |y—2 <ise
= 3x—1|jx+1+|y—2 <3 €3+ 7p¢€

= PBx—-Dx+1)+y—2<e

= |3x% +y)— 5| <e

Demonstramos que para todo € > 0, escolhendo 6 = min(1, ,Loe), a afirmativa

(2) é verdadeira. Isso prova que lim (3xt + y) = 5.
N-0,2
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16.2.6 TEOREMA

Célculo Diferencial de Fungdes de Mais de Uma Vari4vel

Os teoremas de limite da Secgdo 2.2 e suas demonstragdes, com pequenas mo-
difica¢des, aplicam-se a fun¢Ges de mais de uma variavel. Por exemplo, corres-
pondendo ao Teorema de Limite 1 da Sec¢do 2.2, temos

Iim (mx+ny+d)=ma+nb+d
(x,5)~(a,b)

¢ a demonstragdo € uma generalizag¢do da que foi feita na Ilustracio 1. Vamos
usar os teoremas de limite sem enuncid-los novamente ¢ sem prova-los.

» ILUSTRACAO 2 Aplicando os teoremas de limite de somas e produtos,
lim (x> +2x%y—»2 +2) = (=2 + 2(-2*1) — (1)* + 2

=3 =(-2,1)
EXEMPLO 2 Ache
4 __ 4
lim S
xp)—(0,00 X" + Yy
Solugdo
fim Y g KR+
=3=0,0 X2 + V2 (x3)~0,0) x?+y?
= lim (x2-—y%
(x,)(0,0)
=0-0
=0

O teorema a seguir é analogo ao Teorema 2.7.1 para fun¢ées de uma varidvel
e trata do limite de uma fun¢do composta de duas variaveis.

Se g for uma fung¢do de duas varidveis, para a qual ( )lir? » glx,y) = besef
X, ¥) = (X0, ¥,

for uma fungdo de uma unica varidvel continua em b, entdo

lim  (f o 9)(x, y) = f(b)

(x, y) = (xg, yo)

e lim 0 fgx, ») = f ( lim glx, y)>

x, y) - (xq. (x, 3) - (xg, Y0

A demonstragdo desse teorema é semelhante 4 que foi feita para o Teorema
2.7.1 e serd deixada como um exercicio (veja o Exercicio 31).

EXEMPLO 3 Use o Teorema 16.2.6 para encontrar lim ) In (xy - 1).

x, ») -2,

Solugdo Seja g a funcdo tal que g(x, ) = xy — 1, e seja f a fungio tal
que f(f) = In ¢.

m (xy—-1)=1

(x,9)=+(2,1)
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e como f é continua em 1, do Teorema 16.2.6,
lim In(xy—1)= ln( lim (xy— 1))
(x.)=(2,1) (x.3)=(2,1)

=Inl
=0

Vamos introduzir agora o conceito de ponto de acumulacdo, necessério ao
prosseguimento da discussdo de limite de fun¢des de duas varidveis.

Dizemos que um ponto P, ¢ um ponto de acumulagiio de um conjunto S de pon-
tos em R" se toda bola aberta B(P,; r) contiver uma infinidade de pontos de S.

» ILUSTRACAO 3 Se S for o conjunto de todos os pontos em R? no lado po-
sitivo do eixo x, a origem sera um ponto de acumulacio de S pois, ndo impor-
tando qudo pequeno tomarmos o valor de 7, todo disco aberto com centro na
origem e raio r ird conter uma infinidade de pontos de S. Esse é um exemplo
de um conjunto tendo um ponto de acumulagdo que nio pertence ao conjunto.

Qualquer ponto do conjunto S serd também um ponto de acumulacio de S.
- <
» ILUSTRACAO 4 Se S for o conjunto de todos os pontos em R? para 0s quais

as coordenadas cartesianas sdo inteiros positivos, entio esse conjunto nio tera
pontos de acumulagdo. Isso pode ser visto se considerarmos os pontos (m, n),
onde m e n sdo inteiros positivos. Entdo, um disco aberto tendo seu centro em
(m, n) e raio menor do que 1 ndo contém nenhum outro ponto de S exceto
(m, n); assim, a Definigdo 16.2.7 ndo serd satisfeita (veja a Figura 8). |

Consideraremos agora o limite de uma fun¢do de duas varidveis quando um
ponto (x, y) aproxima-se de um ponto (x,, ¥,), onde (x, ¥) esta restrito a um
determinado conjunto de pontos.

Seja f a fungdo definida em um conjunto de pontos S em R?, e seja (x,, ¥o) um
ponto de acumulagdo de S. Entdo, o limite de f(x, y) quando (x, y) tende a
(x5, ) em S é L, 0 que escrevemos na forma

lim x,y) =L
x, y) = (xg, ¥p) f( y)
(Pem S)

se para todo ¢ > 0, por menor que seja, existir um & > 0, tal que
se 0< [(x,)) - (Y| <6 entdo |f(x,y) - L| <e

e (x, y) estd em S.

Em alguns casos, o limite na defini¢do anterior vem a ser o limite de uma

fungdo de uma varidvel. Por exemplo, considere lim  f(x, y). Entdo, se
(% ) - 0, 0)

S, for o conjunto de todos os pontos no lado positivo do eixo x,
lim  f(x,y) = lim f(x, 0)
X—00+

x, ») = (0, 0)
(Pem §))

Se §, for o conjunto de todos os pontos no lado negativo do eixo y,
im  f(x, y) = lim f(0, »)

x, y) ~ (0, 0) y—-0"
(Pem §,)
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Se S, for o conjunto de todos os pontos no eixo x,

lim f(x, y) = lim f(x, 0)
x, )= (0,0 x=0
(P em S3)

Se S, for o conjunto de todos os pontos sobre a parabola y = x?,
lim  f(x, y) = lim f(x, x?)

x, y) = (0, 0 x—0
(Pem Sy

Suponha que a fung¢io f esteja definida para todos os pontos do disco aberto
com centro em (x,, ¥,), exceto talvez o proprio (x,, ¥,) €

SJx,y) = L

x, ¥) = (X, o)

Entdo, se S for um conjunto qualquer em R? tendo (x,, ¥,) como um ponto de
acumulagio,

lim X
x, ¥} = (xg. ¥ f( ’ y)
(Pem S)

existe e tem sempre o valor L.

Prova Como ( )lir? ) Sf(x, ¥) = L, entdo, pela Defini¢do 16.2.5, para todo
(x, ) = U, Yo

e > 0 existe § > 0 tal que
se 0< |(x, ) — (X%, Yo)| < 6 entdo |f(x,y) — L| <€

O estabelecido acima sera verdadeiro se, além disso, restringirmos (x, y) ao
conjunto S, onde S é qualquer conjunto de pontos tendo (x,, y,) como um pon-
to de acumula¢do. Logo, pela Defini¢do 16.2.8,

lim f(x,») =L
x, ») = (xg, o)
(Pem S)
e L ndo depende do conjunto § através do qual (x, y) estd tendendo a (x,, y,).
Isso prova o teorema. [}

O teorema a seguir é uma conseqiiéncia imediata do Teorema 16.2.9.

Se a funcdo ftiver diferentes limites quando (x, y) tender a (x,, y,) através de
dois conjuntos de pontos tendo (x,, ¥,) como um ponto de acumulagio, entdo

f(x, ¥) ndo existe.
x, ) = (xp, 9

Prova Sejam S, e S, dois conjuntos distintos de pontos em R?, tendo (x,, ¥,)
como um ponto de acumulagio, e sejam

lim X = L e lim X =L
(x‘y)_.(xmyo)f( , ¥) 1 (x,y)_.(x(”yo)f( » Y) 2
(Pem S) (Pem S;)

Suponha agora que ( )lir{l ) f(x, y) exista. Entdo, pelo Teorema 16.2.9, L,
X, ¥) — (Xgs

deve ser igual a L,, mas, por hipdtese, L, # L, e assim temos uma contradi-
¢do. Logo, lim 5 f(x, ) ndo existe. ]

(x, ¥) = (xgp, ¥,
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EXEMPLO 4 Dada

fx, y) = T y2
ache Iim f(x, ), se existir.
® ) -0,0
Solucéao A funcio f esta definida em todos os pontos de R?, exceto em

(0, 0). A Figura 9 mostra um grafico de f gerado por computador. Seja S, o
conjunto de todos os pontos do eixo x € S, o conjunto de todos Os pontos da
reta y = x. Entdo

lim  f(x,y) = 11m f(x,0) lim f(x,y) = llm f(x, x)
x, ») - (0,0 (x, ) = (0, 0)

(Pem S,) (Pem S,) 2
= lim ——— = lim X
20X2+0 x-0 X2 + x*

= lim 0 = lim %
x-0 x-0
Como
lim X, lim X,
(x, y) - (0,0) f( y) * (x, ¥) - (0,0) f( y)
(Pem §)) (Pem Sy

segue do Teorema 16.2.10 que " lu% N f(x, y) ndo existe.
(x, ¥) -

EXEMPLO 5 Dada

X%y

fx,y) = 1)

ache lim f(x, y), se existir.

(x, )= (0, 0)
Solugéo A fungdo festd definida em todos os pontos em R2, exceto (0, 0).
A Figura 10 mostra um grafico de f gerado por computador. Seja S, o con-
junto de todos os pontos sobre a reta que passa pela origem; isto é, para qual-
quer ponto (x, y) em §,, y = mx. Seja S, o conjunto de todos os pontos sobre
a parabola y = x2. Entdo,

lim  f(x, y) = lim f(x, mx) lim f(x,y)= hm f(x, x?)
(x, ) - (0, 0) x=0 x, ) = (0, 0)
(Pem 5)) 3 (Pem Sy a
mx .
= lim =3 = lim 3
x-0X* + m°x 0 X+ x
: mx = lim %
= lim 5 x—0 2
x=0 X"+ m .
— = 7
Como
lim  f(x,y) # lim f(x,y)
x, ) 0, 0) *, ¥) = 0, 0)
(Pem S,) (Pem S))

segue que lim  f(x, y) ndo existe.
(x, ) - (0, 0)
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EXEMPLO 6 Dada
3x%y
f(x:y)_xz +y2

ache Ilim f(x, y), se existir.
(x, ») = (0, 0)

Solugdo A fungdo f esta definida em todos os pontos em R2?, exceto (0, 0).
Seja S, o conjunto de todos os pontos sobre uma reta que passam pela origem;
entdo, se (x, y) for um ponto em S,, y = mx. Seja S, o conjunto de todos os
pontos na pardbola y = x2. Entédo,

) . 3x%(mx . . 3x2(x?
lim  f(x, y) = lim % lim  f(x, y) = lim 2—(—5)—2—
* 3) = (0. 0) x—0 X~ + m°x * ) -0, 0 x=0 X* + (x%)
(Pem §)) (Pem Sy
. 3mx ) 3x*
= lim 5 = lim =
xs0l+m x-0 X2 + x
=0 . 3x?
= lim >
x=0 1 + X

Ainda que o mesmo limite, 0, seja obtido, se (x, ¥) tende a (0, 0) através de
um conjunto de pontos sobre qualquer reta que passe pela origem, ndo pode-

mos concluir que  lim  f(x, y) exista e seja zero, embora isso seja esperado.
x, ) - (0,0

Vamos tentar, todavia, provar que lim  f(x, ) = 0. Qualquer disco aberto
@ 5~ (0, 0)

tendo seu centro na origem ira satisfazer o primeiro requisito da Defini¢ao 16.2.5.
Se pudermos mostrar que para todo e > 0 existe um 6 > 0 tal que

2
se 0<./x?>+y* <4 entdo

X7y
x% + y?
entdo provamos que lim  f(x, y) = 0.
o, )~ 0, 0)

Como x> < x2+y* e |y </x*+)?
_ 3yl
- x2 + y2
3(x2 + y)/xt + y?
< T, 2
x“+y
=3x?+y?

Assim, uma escolha adequada é 36 = ¢, isto é, § = 4e. Com esse § temos
0 seguinte argumento:

0<x2+y? <6
3+ Y+ o

<€ 4)

3x2y
x4+ y?

x? + y?
3x2|y|
2
- 3x“y

x% + y?
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Assim, se 6 = +e,

927

a afirmagdo (4) é verdadeira. Logo, provamos que

lim  f(x, y) =

x,») - 0,0

EXERCICIOS 16.2

Nos Exercicios de 1 a 8, calcule o limite dado, usando os teore-
mas de limite.

1. lim @Gx?+xy—2y») 2. lim (5x*—2xy+y?)
=)~(2.3) E)=(=1,4)
3x-2
3 im 4 4. lim yYx3+2y
@y~@-1 X +4y F)=(=2,4)
. X ey 2 2
5. hm L 6. llm w
(x)-(0,0) COS X + sen y -0 €F+e”
y x*—(y—1)*
T~ X2+ (y— 1)
8 (x —1)*3 — (y — 1)*3

i
wn~an (x — D2+ (y — 1)3

Nos Exercicios de 9 a 16, estabeleca o limite, encontrando um
& > 0 correspondente a qualquer ¢ > 0, tal que a Defini¢do 16.2.5
seja vdlida.

9. lim @Bx-—-4y)=1 10. lim (5x-3y)= -

x,9)=(3,2) (x.)~(2.4) )

1. lim (3x-2)=-9 12. lim (5x+4y)=—
xN—~(-1,3) x)—(-2,1)

13. lim (x®+y*)=2 14 lim (2x2—y¥)=—1
=) ~(1.1) (x.)~(2,3)

15 lim (x?+2x-—y) =
(x9)=(2,4)

16. lim (x> +y*—4x+2y)=—
x»~3.-1)

Nos Exerc:’cios de 17 a 22, prove que para a fungdo f dada,
f(x, y) ndo existe.

(X.y) (0 0)

7. f(x, y)=:z—;f; 18. f(x, y)=x—21—2}-;

19. f(x, ) = 1 2" Y e 20. f(x, y)=%
21. S5 3) = sxgy a7 2. f(x, y)=%

Nos Exercicios de 23 a 26, prove que lim (o 0 f(x, y) existe.

x2y + xy* ) x3+y3

23. f(x’y)__x2+y2 24 f(X,}’)=xz—+yz
X 242

25. f(x,)) =~ 2. flx,y) =22

Vx2 + y? x4+ y?
Nos Exercicios de 27 a 30, determine se o limite existe.

24
28 lim —7

2,2
X
lim 4 -
wn-0.0 X* + y*

x-0,0 %> + y?

27.

2

. X
30. lim %
x—~0.0 X" + Y

2 2

. x* +

29. lim '—2-—"“!2
x=0,0 X"+ Yy

31. Prove o Teorema 16.2.6.

Nos Exercicios de 32 a 35, mostre uma aplicacdo do Teorema
16.2.6 no cdlculo do limite indicado.

2 lim &7 3. lm tan 'Y
(x,))~(n 3,1n 2) (x,9)~(2.2) X
1
34. lim [5x+13 35 lim —
EN~(-2.3) L e -\ 3x — 4y

36. (a) Dé uma definigio similar & Defini¢ao 16.2.5 para o limi-
te de uma fungdo de trés varidveis quando um ponto (x, y, z)
tende ao ponto (X,, Yo, Zo)- (b) D& uma defini¢do similar a
Defini¢do 16.2.8 para o limite de uma fungio de trés varia-
veis quando o ponto (x, ¥, z) tende ao ponto (x,, ¥y, 2) POT
um conjunto especifico de pontos S de R>.

37. (a) Enuncie e prove um teorema similar ao Teorema 16.2.9
para uma fungio f de trés variaveis. (b) Enuncie e prove um
teorema similar ao Teorema 16.2.10 para uma fungdo f de
trés varidveis.

Nos Exercicios de 38 a 41, calcule o limite dado, usando os teo-
remas de limite.

38. lim

(x.3.2)=(~2,1,4)

(4x2y — 3xyz? + 7y?23)

sec xy + sec yz
y—secz

39. lim

(x,y,2)—*(n/3,1,7)

X2 4 yi2?
x? + 22

(" + & + €°)?

* 4 e 4 e?*

40. lim
(x,9,2)~(0,2,0)

41. lim

(x.3.9)-(0.0,0) €7

Nos Exercicios de 42 a 45, use as definicées e teoremas dos Exer-

cicios 36 e 37 para provar que lim f(x, y, 2) ndo existe.
x, ¥, 2) = (0,0, 0)

x3 4 yz? x2 4+ y?—2?

2. f(x,y,2) = 04— 43. 0, y,2)=F5—"7F—

fix,,2) x*+ 2+t fix3.2) 2+ y*+ 22
X* 4 yx3 + 2252 x2y?z2

U f(x,y,2)=—F—F—7F— 45 f(x,y,2) =5—5—=

Jix3.2) x*+yt+ 2 fix.2) x% + y® + 28

Nos Exercicios 46 e 47, use a defini¢do do Exercicio 36(a) para

rovar que lim X 2) existe.
p q (x.y,z)-.(o.0,0)f( » Vs 2)

Y3+ xz? Xy + xz + yz
46. f(x,y,2) = 5——5—— 47. Yy 2) = e
f( Y, ) x2+y2+22 f(XyZ) m



